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[bookmark: _Toc136782032]Forschungslogik
1.1. [bookmark: _Toc136782033]Untersuchungseinheiten
Definition
· Einheiten (units) sind diejenigen Objekte, über die wir empirische Aussagen machen wollen und an der Messungen vorgenommen werden.
 
· Diese Objekte weisen in aller Regel unterschiedliche Merkmale auf. Diese Merkmale stehen oft im Fokus sozialwissenschaftlicher Analysen. Deshalb werden Objekte mitunter auch als «Merkmalsträger» bezeichnet.
· Notation: Die Gesamtzahl der ausgewählten Untersuchungseinheiten wird mit n bezeichnet. Einzelne Untersuchungseinheiten werden mit einer Identifikationsnummer i identifiziert. Dabei handelt es sich um eine Zahl zwischen 1 und n. Die Gesamtzahl der Objekte der Grundgesamtheit wird mit N bezeichnet.
 
Beispiele für Einheiten sind:
· Einzelne Individuen (z.B. Befragte bei einer Umfrage)
· Gruppen von Individuen (z.B. Alterskohorten)
· Organisationen (z.B. Unternehmen)
· Länder oder subnationale Gebietseinheiten (z.B. Kantone der Schweiz) 
· Zeitpunkte (z.B. Jahresdurchschnitte)
 
1.2. [bookmark: _Toc136782034]Grundgesamtheit und Stichprobe
Grundgesamtheit (target population)
· Die Gesamtheit aller Untersuchungseinheiten, über die Aussagen gemacht werden sollen.
Auswahlgesamtheit (frame population)
· Die Menge der Untersuchungseinheiten, die eine prinzipielle Chance haben, in die Stichprobe zu gelangen.
Stichprobe (sample)
· Eine bestimmte Auswahl dieser Untersuchungseinheiten.
[image: Diagram

Description automatically generated]
 
1.3. [bookmark: _Toc136782035]Fehlerquellen
· Zufallsfehler der Stichprobe (sampling error ):
· Der Zufallsfehler ist allerdings berechenbar.
· Non Sampling Errors: 
· Systematischer Fehler aufgrund des Auswahlverfahrens bzw. -rahmens (coverage error )
· Non response: Verweigerung (item und unit non response)
· Messfehler (measurment error ): Zum Beispiel Overreporting bei der Angabe der Wahlteilnahme
· Gewichtung und Datenaufbereitung (processing errors)
 
1.4. [bookmark: _Toc136782036]Terminologie (Inferenzstatistik)
Parameter (parameter)
· Ein (fixer) numerischer Wert, der etwas über die Grundgesamtheit aussagt.
Statistik (statistic)
· Ein (variierender) numerischer Wert, der etwas über die Stichprobe aussagt.
 
1.5. [bookmark: _Toc136782037]Variablen
[image: Text, timeline

Description automatically generated]
 
· Die Wahl des statistischen Auswertungsverfahrens ist in der Regel vom Skalenniveau der verwendeten Variablen abhängig.
· Variablen müssen zudem disjunkt (= die einzelnen Kategorien bzw. Merkmalsausprägungen dürfen sich nicht überschneiden) und erschöpfend sein (= die Variable muss alle möglichen Kategorien abdecken).


[bookmark: _Toc136782038]Tabellen und Visualisierung von einzelnen Variablen
1.6. [bookmark: _Toc136782039]Graphische Darstellungen
Was ist der Zweck von Häufigkeitsverteilungen und graphischen Darstellungen?
· Die Daten auf eine Art und Weise darzustellen (sei es grafisch oder in Tabellenform oder mittels einzelner Kennwerte), so dass ein Muster in der Verteilung zu erkennen ist.
· Die Häufigkeitsverteilung durch möglichst wenige Kennzahlen zu beschreiben.
· Die Häufigkeitsverteilung mit bekannten mathematisch-theoretischen Verteilungen zu vergleichen.
· Die Häufigkeitsverteilungen zweier (oder mehrerer Merkmale) daraufhin zu vergleichen, ob die Merkmale miteinander verbunden sind.
 
 
1.7. [bookmark: _Toc136782040]Konzepte - Häufigkeiten
Absolute Häufigkeiten
· Die absolute Häufigkeit einer Merkmalsausprägung k entspricht der Anzahl der Merkmalswerten in der Urliste, die mit der Merkmalsausprägung k übereinstimmen.
· (Einfacher:) Sie gibt die Häufigkeit (frequency) einer Ausprägung k eines Merkmals X an.
· Man bezeichnet die absolute Häufigkeit in der Regel mit f (fk , wenn absolute Häufigkeit einer Ausprägung k).
 
Relative Häufigkeiten
· Die relative Häufigkeit informiert darüber, wie häufig eine Ausprägung im Verhältnis zum Total aller Merkmalsausprägungen vorkommt.
· Die relative Häufigkeit ergibt sich aus der Division der absoluten Häufigkeit durch die Gesamtanzahl der Elemente der Urliste.
[image: A picture containing text, antenna

Description automatically generated]
· n steht dabei für die Stichprobengrösse (Anzahl Beobachtungen). Die relative Häufigkeit wird mit f', aber in gewissen Lehrbüchern auch mit rf oder p (proportion) gekennzeichnet.
 
Prozentuale Häufigkeiten
· Die prozentuale Häufigkeit informiert darüber, wie häufig eine Ausprägung ist, unter der Bedingung, dass das Total aller Merkmalsausprägungen 100 beträgt.
-> 100 x fk'
 
Kumulierte Häufigkeiten
· Die kumulative Häufigkeit ist die Anzahl Beobachtungen, für welche die Merkmalsausprägung kleiner oder gleich einer (beliebig gewählten) Schranke ist. Die kumulierten Häufigkeiten können in absoluten Häufigkeiten, Anteilswerten oder Prozent angegeben werden.
· Die Entsprechung der kumulierten relativen Häufigkeit in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Verteilungsfunktion (dazu später mehr).
 
Eigenschaften von Häufigkeiten
· Das Total aller absoluten Häufigkeiten beträgt n.
· Das Total aller relativen Häufigkeiten beträgt 1.
· Das Total aller prozentualen Häufigkeiten beträgt 100 (Prozent).
· Kumulierte (prozentuale) Häufigkeiten beginnen bei 0 und enden mit 100. Kumulierte Häufigkeiten können zudem nie abnehmend sein.
 
-> Gruppierung
· Wenn die Zahl der Merkmalsausprägungen gering ist (Nominal- oder Ordinalskalenniveau), kann man die Häufigkeiten ohne grossen Aufwand ermitteln.
· Wenn die Zahl möglicher Merkmalsausprägungen hoch ist (metrisches Skalenniveau), muss vorab meistens eine Gruppierung dieser Ausprägungen («Messwertklassen») vorgenommen werden («gruppierte Daten»).
· Bei einer Zusammenfassung von Ausprägungen metrisch skalierter Variablen (z.B. Alter in Jahren wird in Altersklassen zusammengefasst (18-29 Jahre, etc.)) gehen stets Informationen verloren. Aber man gewinnt an Übersichtlichkeit.
· Wie sollen Daten gruppiert werden? Sollen die einzelnen Klassen eine konstante oder variable Breite (width) aufweisen? Deduktive (theoretische) Herleitung oder induktive (empirische) Herleitung?
 
Gruppierung gemäss Sturges-Regel
· Neben der Sturges-Regel gibt es noch weitere Regeln wie die Scott- oder Freedman und Diaconis-Regel
· Die Sturges-Regel ist eine Regel zur Bestimmung der Anzahl der Messwertklassen:
[image: Text

Description automatically generated with medium confidence]
 
-> Beispiel:
· Kabinettsdauer (in Tagen) in Nachkriegsitalien, n=55
· Anwendung von Sturges’ Regel: K = 1 + ⌈log(2)55⌉ = 1 + ⌈5.78⌉ = 7
· Für die Kabinettsdauer (in Tagen) in Nachkriegsitalien gilt x(Min) = 9 und x(Max) = 1628 Tage
· Demnach beträgt das Messklassenintervall ⌈(1628−9)/7⌉ = ⌈231.29⌉ = 232
· Das erste Messklassenintervall umfasst demnach [9 + 0 · 232, 9 + 1 · 232) = [9, 241)
· Dito für die weiteren Messklassenintervalle.

[image: Table

Description automatically generated]
 
 
1.8. [bookmark: _Toc136782041]Visualisierung
Cleveland und McGill (1984):
-> Zu vermeiden sind:
· Unnötige (Zusatz-)Informationen (z.B. Hilfslinien, Rahmen, etc.)
· Kreisdiagramme, Kuchendiagramme
· Dreidimensionale Balkendiagramme
· Schattierungen
 
-> Was ist zu tun?
· So wenige Dimensionen wie möglich.
· Beide Achsen beginnen bei Null.
· Wenn möglich, keine Legende.
· Unschärfebereich angeben, falls relevant.
 
Balken- oder Säulendiagramm (bar chart)
· Eignet sich für diskrete Variablen und bei einer geringen Anzahl von Merkmalsausprägungen (n < 15)
· Eigenschaften: Die Balken (bzw. Säulen) berühren einander nicht. Die Breite der Balken ist bedeutungslos, denn die x-Achse stellt keine Skala mit Rangfolge dar.
· Ein Balkendiagramm ist ein um 90 Grad gedrehtes Säulendiagramm (v.a. für Rangfolgen geeignet).
[image: Chart, bar chart

Description automatically generated]
 
Das Histogramm (histogram)
· Eignet sich für die Abbildung metrischer Daten.
· Die Säulen stehen für gruppierte Daten (Messwertklassen, Kategorien).
· Im Unterschied zum Säulendiagramm bildet die x-Achse bei einem Histogramm immer eine Skala, deren Werte geordnet und gleichabständig sind.
· Die Säulen schliessen deshalb aneinander an.
[image: Diagram

Description automatically generated with low confidence]
· In Histogrammen repräsentiert die Balkenfläche die Häufigkeit einer Merkmalsausprägung.
· Die Höhe jedes Rechtecks stellt dann die (relative oder absolute) Häufigkeitsdichte (frequency density) dar, also die (relative oder absolute) Häufigkeit dividiert durch die Breite der entsprechenden Klasse.
· Die Häufigkeitsdichte lässt anhand folgender Formel berechnen:
Häufigkeitsdichte = Häufigkeit / Messklassenbreite
[image: Diagram

Description automatically generated]

-> Besitzen alle Klassen die gleiche Breite, dh, ist die Säulenbreite über alle Merkmalsausprägungen konstamt, impliziert die Höhenproportionalität auch Flächenproportionalität. Beträgt die Balkenbreite exakt 1, ist Häufigkeitsdichte = Häufigkeit
[image: Chart, histogram

Description automatically generated]
 
Dichteschätzungen (density estimates)
 
 
1.9. [bookmark: _Toc136782042]Darstellung von Daten in R
-> Zu finden in den Folien der Vorlesung 3
 


[bookmark: _Toc136782043]Zusammenfassungen von einzelnen Variablen
1.10. [bookmark: _Toc136782044]Masse der zentralen Tendenz
Worüber informieren Masse der zentralen Tendenz?
· Darüber, welche Beobachtung einen typischen Fall darstellt.
· Wo sich das Zentrum bzw. der Schwerpunkt einer Reihe von Datenwerten befindet. Die Aussagekraft der Lageparameter ist beschränkt, wenn kein eindeutiges Zentrum vorliegt.
· Aber: Nicht alle Masse der zentralen Tendenz machen für jedes Skalenniveau Sinn.
 
[image: Table

Description automatically generated]
 

1.11. [bookmark: _Toc136782045]Der häufigste Wert: Modus oder Modalwert
Definition: Modus
-> Der Modus einer kategorialen Variablen ist die Merkmalsausprägung mit der maximalen Häufigkeit.
· Gibt es mehrere Ausprägungen mit maximaler Häufigkeit, so gibt es auch mehrere Modalwerte.
· Um den Modalwert einer metrisch skalierten Variable ermitteln zu können, muss diese zuerst in Messwertklassen eingeteilt werden.
· Der Modus ist umso aussagekräftiger, je stärker eine einzige Merkmalsausprägung hervorsticht.
 

1.12. [bookmark: _Toc136782046]Der Zentralwert: Median
Grundvoraussetzung: Die Datenwerte werden zunächst der Grösse nach (bzw. nach Rangplätzen) geordnet.
Definition: Median
-> Der Median entspricht derjenigen Ausprägung, welche die nach
Rangplätzen geordneten Beobachtungen in genau zwei Hälften teilt.
· Vorteil: Extremwerte wirken sich nicht auf den Median aus.
· Nachteil: Bei gerader Zahl der Beobachtungen wird u.U. ein Median ermittelt, der nicht natürlich auftritt.
· Bei gruppierten (ursprünglich intervallskalierten) Variablen muss der Median aus der Messwertklasse geschätzt werden, in welcher der mittlere Wert liegt.
 
Formel:
[image: A picture containing text

Description automatically generated]
 
Beispiel: Eine Variable mit einer ungeraden Zahl an Beobachtungen
· Die Links-Rechts-Positionen von fünf Parteien seien auf einer Skala, die von 0 (ganz links) bis 10 (ganz rechts) reicht, die folgenden:
· x(1) = 1.3, x(2) = 3.6, x(3) = 3.6, x(4) = 6.1, x(5) = 7.1
· Der Median beträgt demnach x [(5+1)/2] = x(3) = 3.6
 
Beispiel: Eine Variable mit einer geraden Zahl an Beobachtungen
· Die Links-Rechts-Positionen von sechs Parteien seien auf einer Skala, die von 0 (ganz links) bis 10 (ganz rechts) reicht, die folgenden:
· x(1) = 1.3, x(2) = 3.6, x(3) = 3.6, x(4) = 6.1, x(5) = 6.6, x(6) = 7.1
· Der Median beträgt demnach 1/2 [x (6/2) + x (6/2 +1)] = 1/2 [x (3) + x (4)] = 1/2 [3.6 + 6.1] = 4.85
 

1.13. [bookmark: _Toc136782047]Der Arithmetische Mittelwert (mean)
Definition: Arithmetischer Mittelwert
-> Der arithmetische Mittelwert entspricht der Summe aller Einzelwerte dividiert durch deren Anzahl.
 
Formel: Stichprobenmittelwert
[image: A picture containing text, clock, watch, gauge

Description automatically generated]
 
· Vorteil: Er schöpft die Informationen der Daten vollständig aus.
· Nachteil: Der Mittelwert ist nicht robust gegenüber Ausreissern. Bei schiefer Verteilung entsteht ein falscher Eindruck der zentralen Tendenz.
 
Schwerpunkteigenschaft:
· Die Summe aller (positiven und negativen) Abweichungen aller beobachteten Messwerte vom arithmetischen Mittel beträgt 0.
[image: A picture containing clock, watch, gauge

Description automatically generated]
· Die Schwerpunkteigenschaft spielt für das Konzept der Freiheitsgrade eine wichtige Rolle. Aufgrund dieser Eigenschaft ist die letzte Abweichung (xn − ) bereits durch die ersten (n − 1) bestimmt. Folglich variieren nur (n − 1) Abweichungen frei.
 
Optimalitätseigenschaft:
· Die Summe der quadrierten Abweichungen der Einzelwerte vom arithmetischen Mittel ist minimal („physikalisches Gravitationszentrum der Verteilung“). Bei jedem anderen Bezugspunkt für die Abweichungen ist die entsprechende Summe grösser.
[image: A picture containing clock, watch

Description automatically generated]
 
Notation: Der arithmetische Mittelwert einer Population hat sein eigenes Symbol, den
griechischen Buchstaben μ 
[image: Icon

Description automatically generated with medium confidence]
· Der arithmetische Mittelwert lässt sich alternativ auch als Summe der Produkte von Werten und deren Häufigkeit berechnen:
[image: Diagram, text, letter

Description automatically generated]
· Diese Formel ist für das Verständnis des Erwartungswertes (anstelle der Häufigkeiten werden sodann Wahrscheinlichkeiten verwendet) und der «Momente» förderlich.
 

1.14. [bookmark: _Toc136782048]Arithmetischer Mittelwert für gruppierte Daten
Formel:
[image: A picture containing clock, antenna, watch

Description automatically generated]
wobei: fi = Häufigkeit der Klasse i ; mi = Klassenmitte der Klasse i ; k = Anzahl der Klassen
 
· Man berechne zunächst die jeweiligen Klassenmitten.
· Sodann multipliziere man die jeweiligen Klassenmitten mit der Klassenhäufigkeit.
· Man summiere alle Klassen-Produkte.
· Man dividiere diesen Wert durch n.
 
Beispiel:
[image: A picture containing text, receipt, screenshot

Description automatically generated]
 

1.15. [bookmark: _Toc136782049]Geometrischer Mittelwert (durchschnittliche Veränderungsrate)
Definition: Geometrischer Mittelwert
-> Das geometrische Mittel ist die n-te Wurzel des Produkts eines sets von n Variablen.
 
Formel:
[image: A picture containing text, clock

Description automatically generated]
 
· Zweck generell: Nützlich, wenn Indikatoren mit unterschiedlicher Skalierung in einen Index einfliessen und verglichen werden. Im geometrischen Mittel fliessen die Zuwachsraten aller Teilindikatoren gleichgewichtet in das Total ein.
· Zweck speziell: Ein wichtiges Anwendungsfeld für das geometrische Mittel sind durchschnittliche Wachstumsraten (durchschnittliche Umsatzsteigerungen pro Jahr, durchschnittliche Veränderungen der Bevölkerungszahlen pro Jahr oder durchschnittliche Preissteigerungen pro Jahr) wobei die Wachstumsrate als prozentuale Veränderung gegenüber dem Vorjahr definiert ist.
 
Beispiel: Human Development Index
Der Human Development Index (HDI) setzt sich aus folgenden Indikatoren (Komponenten) zusammen:
· Life Expectancy Index (LEI)
· Education Index (EI)
· Income Index (II)
Alle drei Indikatoren haben jedoch eine unterschiedliche Skalierung.
[image: A picture containing text, clock, watch

Description automatically generated]
 
Beispiel: Südafrika (RSA) vs USA
[image: A picture containing text

Description automatically generated]
HDI (RSA) = 3√(0.57 x 0.69 x 1.42) = 0.82
HDI (USA) = 3√(0.91 x 0.89 x 1.64) = 1.10
 
LEI erhöht sich um 20 Prozent in Südafrika:
HDI (RSA) = 3√(0.68 x 0.69 x 1.42) = 0.88
 
II erhöht sich um 20 Prozent in Südafrika:
HDI (RSA) = 3√(0.57 x 0.69 x 1.70) = 0.88
 
· Eine Erhöhung um 20 Prozent hat bei beiden Teilindikatoren - trotz unterschiedlicher Skalierung - denselben Effekt auf das Total.
· Wäre der HDI das arithmetische Mittel aller drei obengenannten Komponenten, wäre dies nicht der Fall.
 

1.16. [bookmark: _Toc136782050]Der Harmonische Mittelwert
Definition: Harmonischer Mittelwert
-> Der Harmonische Mittelwert entspricht dem Umfang der Stichprobe dividiert durch die Summe der Kehrwerte der Merkmalsträger.
 
Formel:
[image: A picture containing text, antenna, clock, gauge

Description automatically generated]
 
Das Harmonische Mittel wird errechnet, wenn wir daran interessiert sind, den Durchschnitt von verhältnisskalierten Merkmalen (Kilometer pro Stunde, Preis pro Liter, Einwohner pro Quadratkilometer etc.) zu bilden und die Zählervariable (Kilometer, Preis, Einwohnerzahl) konstant ist.
 
Beispiel:
[image: Table

Description automatically generated]

 
1.17. [bookmark: _Toc136782051]Resistance
[image: Table

Description automatically generated]
 
[image: Table

Description automatically generated]
· Offizielle Behördenstatistiken beruhen oft auf «resistente» Masse, d.h. Masse, die von Ausreissern nur in geringem Umfang beeinflusst werden.
· Beispiel: Wenn es um die Einkommensverteilung geht, so wird in der Regel der Median und nicht etwa der arithmetische Mittelwert ausgewiesen.
 
 
1.18. [bookmark: _Toc136782052]Streuungsmasse
Häufigkeitsverteilungen können sich trotz identischer Lageparameter voneinander unterscheiden, dann nämlich, wenn sie unterschiedlich stark um den Mittelwert streuen.
· Erkennbar ist dies an der grafischen Darstellung von Häufigkeitsverteilungen: Bei kleiner Streuung verläuft die Kurve schmal, bei grosser Streuung breit und flach (siehe nachfolgende Folie).
· Im Prinzip ist die Streuung auch als Mass der Heterogenität bzw. Homogenität einer Verteilung interpretierbar. Streuung beschreibt demnach Variabilität eines Merkmals.
[image: Chart, line chart

Description automatically generated]

Variationsratio (variation ratio)
Definition: 
-> Die Variationsratio gibt den Anteil aller Beobachtungen an, die nicht dem Modalwert entsprechen.
 
Formel:
[image: A picture containing text, clock, gauge

Description automatically generated]
(wobei fm für die Häufigkeit der Modalkategorie steht)
 
Die Variationsrate beschreibt die Variabilität von nominalskalierten Variablen. Dabei gilt: Je mehr Beobachtungen vom Modalwert abweichen, desto näher liegt der VR bei 1.
 
Spannweite (range)
Definition: 
-> Die Spannweite (range) ist die Differenz zwischen grösstem und kleinstem Wert.
 
Formel:
R = x(n) − x(1)
 
Die Anwendung dieses Streuungsmasses setzt mindestens eine Intervallskala voraus.
 
 
1.19. [bookmark: _Toc136782053]Quartil
Definition: Quartil
-> Quartile trennen (nach Rangplätzen geordnete) Datenwerte in vier gleich grosse Gruppen.
 
· Ein Viertel der Datenwerte ist kleiner oder gleich dem 1. Quartil, dem 25%-Perzentil (Q0,25, manchmal auch als Q1 bezeichnet).
· Die Hälfte der Datenwerte ist kleiner oder gleich dem 2. Quartil, dem 50%-Perzentil (entspricht dem Median).
· Drei Viertel der Datenwerte ist kleiner oder gleich dem 3. Quartil, dem 75%-Perzentil.
 
· Der Quartilsabstand oder Interquartilsabstand, IQR, ist die Differenz Q0,75 − Q0,25. Der IQR drückt die Länge des Bereichs aus, über den die mittleren 50% einer Rohwerteverteilung streuen. Für den mittleren IQR wird der obige Wert durch den Wert 2 dividiert.
[image: Graphical user interface, text, application

Description automatically generated]
· Der IQR ist ein eingeschränkter Streubereich, bei welchem ein gewisser Prozentsatz der grössten und kleinsten Beobachtungen nicht berücksichtigt wird. Dadurch gewinnt der IQR an Robustheit (gegenüber Ausreissern) und Stabilität.
 
 
1.20. [bookmark: _Toc136782054]Perzentile
· Nach einer ähnlichen Logik lassen sich (beliebige) Perzentilenwerte einer Verteilung errechnen.
· Interpretation: Perzentile geben an, wie hoch der Anteil der Beobachtungen ist, deren Werte gleich oder kleiner ist wie der Perzentilenwert (z.B. das 25%-Perzentil).
· Beispiel: Ein Junge im Alter von 6 Jahren mit einem Gewicht von 19.8 kg liegt auf der 25. Perzentile. Dies bedeutet, dass 25 Prozent aller Jungen im Alter von 6 Jahren gleich schwer oder leichter sind als dieses Kind.
 
Beispiel:
[image: Diagram

Description automatically generated]
 

1.21. [bookmark: _Toc136782055]Varianz
Definition: Varianz
-> Die (Populations-)Varianz berechnet sich als durchschnittliche quadrierte Abweichung der Datenwerte vom arithmetischen Mittel.
 
Formel: Populationsvarianz
[image: A picture containing text, clock, watch

Description automatically generated]
 
-> Warum wird quadriert? Weil sich die Abweichungen vom Mittelwert gegenseitig aufheben (siehe: Eigenschaften des Mittelwerts).
 
-> Die korrigierte Stichprobenvarianz wird mittels folgender (leicht veränderten) Formel berechnet:
Formel: Stichprobenvarianz
[image: A picture containing object, clock, watch

Description automatically generated]
 
Warum n − 1?
Kurze Begründung:
· Handelt es sich bei den Daten um eine Stichprobe, und sollen anhand der Stichprobe Varianz und Standardabweichung der Grundgesamtheit geschätzt werden, muss die Varianz nach der folgenden Formel berechnet werden:
[image: ]
· Entsprechend gilt für die Standardabweichung:
[image: A close-up of a logo

Description automatically generated with low confidence]
Wäre der Mittelwert μ der Grundgesamtheit bekannt, so würde durch n dividiert.
 
Längere Begründung: Die empirische Varianz s^2 einer Stichprobe ist kein erwartungstreuer Schätzer der Populationsvarianz σ^2. Wieso? Idealerweise würden wir die Varianz einer Population folgendermassen schätzen:
[image: A picture containing text, clock, watch

Description automatically generated]
Der Populationsparameter μ ist indes nicht bekannt. Stattdessen könnten wir Folgendes
versuchen: Wir ersetzen den wahren Parameter μ (true mean) durch den geschätzten
Mittelwert.
[image: A picture containing text

Description automatically generated]
Da die Summe der quadrierten Abweichungen der Einzelwerte vom arithmetischen Mittel
minimal ist (siehe Eigenschaften des arith. Mittelwertes), wird jedoch die Zählersumme
der unteren Formel notwendigerweise tiefer sein als diejenige der oberen Formel. Mit der
unteren Formel wird die Populationsvarianz demnach notwendigerweise unterschätzt.
 
Warum n − 1 und nicht n − 0.5 oder n − 2?
Definition: Freiheitsgrade
-> Freiheitsgrade geben an, wie viele Grössen in einem mathematisch-statistischen Modell frei gewählt werden können. Dieser Wert wird durch die Anzahl der Beobachtungen in der Stichprobe und die Anzahl der Parameter im Modell bestimmt.
 
Gedankenexperiment:
Wir ziehen eine Zufallsstichprobe bestehend aus drei Beobachtungen aus einer Grundgesamtheit mit dem bekannten Populationsparameter μ = 8.
[image: A picture containing table

Description automatically generated]
· Alle drei Werte der Stichprobe sind frei wählbar. Demnach haben wir (in diesem Beispiel) drei Freiheitsgrade.
 
· Wir ziehen wiederum eine Zufallsstichprobe bestehend aus drei Beobachtungen aus einer Grundgesamtheit. Der Populationsparameter μ ist jedoch unbekannt. Stattdessen schätzen wir  = 5.
[image: Table

Description automatically generated]
 
· Da mit dem Stichprobenmittelwert bereits ein Schätzwert implizit in der Schätzung der Populationsvarianz enthalten ist, (Summe der Abweichungen vom Mittelwert beträgt gemäss Definition Null), ist eines der xi nicht frei wählbar. Wir haben demnach durch die Schätzung von μ (Mit ^ oben) = 5 einen Freiheitsgrad verloren.
· In diesem Beispiel gilt deshalb: Sobald zwei Werte frei gewählt wurden, ist der dritte Wert gegeben und kann nicht mehr frei gewählt werden.
· Wird demnach die Varianz aufgrund von Stichprobenwerten geschätzt, so muss die Korrektur n − 1 verwendet werden. Diese Korrektur führt zu einer verbesserten, erwartungstreuen Schätzung.
 
 
1.22. [bookmark: _Toc136782056]Standardabweichung
Definition: Standardabweichung
-> Die Standardabweichung gibt die «durchschnittliche» Abweichung der Datenwerte vom arithmetischen Mittelwert in den Ausgangseinheiten an.
 
Formel: Populationsstandardabweichung
[image: A close-up of some scissors

Description automatically generated with low confidence]
 
Formel: Stichprobenstandardabweichung
[image: ]
 
· Ausgangslage: Aufgrund des Quadrierens der Abweichungen vom Mittelwert hat die Varianz eine andere Dimension als die Ausgangswerte (quadrierte Dateneinheit). Es fällt demnach schwer, die Varianz substanziell zu interpretieren.
· In der Standardabweichung wird das Quadrieren wieder rückgängig gemacht:
[image: Diagram, text, schematic

Description automatically generated]
 
 
1.23. [bookmark: _Toc136782057]Whisker-Plot
Der Whisker-Plot (oft auch: Box-Plot) ist eine Darstellung der Streuung. Dargestellt werden:
· Interquartilsabstand
· Median
· Spannweite

[image: Chart, scatter chart

Description automatically generated]
 
[image: Chart, box and whisker chart

Description automatically generated]
(a = unterer Whisker; b = untere Boxgrenze; c = Median; d = obere Boxgrenze; e = oberer Whisker; f = Ausreisser)
 
· Der untere Rand der Box entspricht der oberen Klassengrenze des ersten Quartils (oder 25%-Perzentil).
· Der obere Rand der Box entspricht der oberen Klassengrenze des dritten Quartils (oder dem 75%-Perzentil).
· Die Länge der Box entspricht dem Interquartilsabstand.
· Die horizontale Linie innerhalb der Box entspricht dem Median.
 
Die Whisker
· Die Länge der Whisker beträgt maximal das 1,5-fache der Boxenlänge (bzw. des Interquartilsabstandes).
· Ist der Minimal- und/oder Maximalwert weniger als das 1,5-fache der Boxenlänge von Q0.25 oder Q0.75 entfernt, so reicht der jeweilige Whisker nur bis zum entsprechenden Minimum bzw. Maximum.
· Datenpunkte, die um mehr als das 1.5-fache der Boxenlänge von der Box entfernt liegen, werden jeweils individuell dargestellt (durch einen Punkt). Sie sind der obigen Definition gemäss Ausreisser (outlier -> Punkt f).
 
Beispiel: Ja-Stimmenanteile von Initiativen aufgeschlüsselt nach Herkunft
[image: Chart, box and whisker chart

Description automatically generated]
 
 
1.24. [bookmark: _Toc136782058]Momente
· Viele Parameter der deskriptiven Statistik können als Momente ausgedrückt werden. Einige der bereits kennengelernten Lage- und Streuungsmasse hängen eng mit bestimmten Momenten zusammen. Generell gesprochen: Momente dienen allgemein dazu, die Verteilungsform (Wahrscheinlichkeitsmasse) zu charakterisieren.
· Das erste Moment einer Verteilungsfunktion ist der Erwartungswert. In einer endlichen Grundgesamtheit konvergiert der arithmetische Mittelwert gegen den Erwartungswert (empirische vs. Theoretische Verteilung).
· Das zweite zentrale Moment ist die Varianz.
· Das dritte zentrale Moment ist die Schiefe einer Verteilung.
· Das vierte zentrale Moment ist die Wölbung einer Verteilung.
 
Schiefe (skewness)
· Die Schiefe (oder Asymmetrie) einer Verteilung (einer metrischen Variablen) kann durch die Schiefe (γm) beschrieben werden („Schiefekoeffizient“).
· Die gängige Messlatte für die Schiefe ist eine Normalverteilung. Es gilt:
· Ist der Koeffizient grösser als 0 (γm > 0), ist die Verteilung rechtsschief (bzw. linkssteil).
· Ist er (ungefähr) gleich 0 (γm ≈ 0), entspricht die Verteilung (in etwa) einer Normalverteilung.
· Ist er kleiner als 0 (γm < 0), ist die Verteilung linksschief (bzw. rechtssteil).
[image: Chart, histogram

Description automatically generated]
 
Steilheit oder Wölbung (kurtosis)
· Die Steilheit oder Wölbung (auch: Kurtosis) einer Verteilung kann durch das vierte Moment (bzw. Ableitungen davon) beschrieben werden.
· Messlatte für die Wölbung ist häufig eine Standardnormalverteilung. Für die Exzess Kurtosis gilt:
· Ist dieser Koeffizient grösser als 0, ist die Verteilung eher steil (besonders viele Werte in der Mitte, wenige an den Enden der Verteilung).
· Ist er (ungefähr) gleich 0, entspricht die Verteilung (in etwa) einer Normalverteilung.
· Ist er kleiner als 0, ist die Verteilung flach bzw. hat viele Werte an Anfang und Ende.
[image: Chart, line chart

Description automatically generated]
 


[bookmark: _Toc136782059]Tabellen und Zusammenhangsmasse
1.25. [bookmark: _Toc136782060]Zusammenhang zwischen zwei Variablen
· Zusammenhänge zwischen zwei Phänomenen zu entdecken, ist eines der Hauptziele empirischer Sozialforschung.
· Beispiele:
· Arbeiter wählen häufiger SP als andere Parteien.
· Männer haben ein höheres Durchschnittsgehalt als Frauen.
· Generell: Assoziationsmasse leiten sich aus der gemeinsamen Verteilung zweier (oder mehrerer) Variablen ab.
· Auch Assoziationsmasse sind vom Skalenniveau der involvierten Variablen abhängig.
 
Assoziationsmasse
-> Fragen, die sich mit Hilfe von Assoziationsmassen beantworten lassen:
· Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Variablen?
· Wie stark ist der Zusammenhang? 
· Mit normierten Zusammenhangsmassen lassen sich verschiedene Zusammenhänge miteinander vergleichen («Welcher Faktor übt den stärkeren Einfluss aus?»).
· Ist der Zusammenhang statistisch signifikant? D.h. lässt sich dieser Zusammenhang verallgemeinern (statistische Inferenz)?
 
 
1.26. [bookmark: _Toc136782061]Die Kreuztabelle
Die Kreuztabelle (Kontingenztafel)
Definition: Kreuztabelle
-> Kreuztabellen informieren über die gemeinsamen Häufigkeiten von Merkmalsausprägungen zweier Variablen (auch «bedingte Verteilung(en)» genannt).
· Kann im Prinzip für Variablen auf allen Messniveaustufen verwendet werden. Sinnvoll insbesondere für kategoriale Daten. Bei metrisch skalierten Daten müssen die Ausprägungen zunächst in geeigneter Weise zusammengefasst werden.
· Nominal- und ordinalskalierte Variablen können in einer Kreuztabelle kombiniert werden.
· Liefert zu Beginn der Auswertung wertvolle Informationen über mögliche Zusammenhänge zwischen zwei Variablen.
 
Beispiel: Entscheid zur Masseneinwanderungsinitiative nach Parteiaffinität (Häufigkeiten)
-> Eine Vierfeldertafel ist der Spezialfall einer Kreuztabelle, bei welcher zwei dichotome Variablen miteinander «gekreuzt» werden.
[image: Text, table

Description automatically generated]
 
[image: Table

Description automatically generated]
 
Generell:
[image: Table

Description automatically generated]
 

1.27. [bookmark: _Toc136782062]Prozentuierungsarten
-> Um relative oder prozentuale Häufigkeiten zu bilden, hat man bei einer Kreuztabelle drei Möglichkeiten:
· Man prozentuiert auf die Gesamtsumme der Fälle (Nenner = n). Dadurch erhält man Zellenanteile oder -prozente.
· Man prozentuiert auf die Spaltensummen (Nenner = Spaltensummen). Dadurch erhält man Spaltenanteile oder -prozente.
· Man prozentuiert auf die Zeilensummen (Nenner = Zeilensummen). Dadurch erhält man Zeilenanteile oder -prozente.
 
 
Zellenanteile
Ausgangssituation: Wir legen nicht fest, welche die unabhängige (mutmassliche Ursachen-) Variable ist und welche die abhängige Variable ist.
 
Formel:
[image: A picture containing object, clock, antenna, gauge

Description automatically generated]
· Die Summe aller relativen Zellenhäufigkeiten beträgt 1.
 
Beispiel:
[image: Table

Description automatically generated]
· Es werden die relativen Häufigkeiten mit 100 multipliziert und Zellenprozente erhalten
[image: Table

Description automatically generated]
 
 
Spaltenprozente
· Wir geben die bedingten relativen Spaltenhäufigkeiten an (d.h.: die nach der unabhängigen Variablen bedingten prozentualen Häufigkeiten für eine Ausprägung der abhängigen Variablen). Wir legen demnach fest, dass X (Parteisympathie) die unabhängige Ursachenvariable darstellt.
 
Formel:
[image: A picture containing object, antenna, clock, gauge

Description automatically generated]
· Die Summe der relativen Spaltenhäufigkeiten beträgt jeweils 1.
 
[image: Table

Description automatically generated]
· Es werden die relativen Häufigkeiten mit 100 multipliziert und Spaltenprozente erhalten
 
 
Zeilenprozente
· Wir geben die bedingten relativen Zeilenhäufigkeiten an (d.h. die nach der abhängigen Variablen bedingten prozentualen Häufigkeiten für eine Ausprägung der unabhängigen Variablen). Implizit gehen wir demnach davon aus, dass Y (der Stimmentscheid) die unabhängige Ursachenvariable darstellt.
 
Formel:
[image: A picture containing object, antenna, clock, gauge

Description automatically generated]
· Die Summe der relativen Zeilenhäufigkeiten beträgt jeweils 1.
 
[image: Table

Description automatically generated]
· In diesem Beispiel multiplizieren wir die relativen Häufigkeiten mit 100 und erhalten Zeilenprozente.
 
 
Was wollen wir mit den unterschiedlichen Formen der Prozentuierung aussagen?
· Zeilenprozente: Wir informieren darüber, wie sich die beiden Lager - das Ja- und das Nein-Lager - parteipolitisch zusammensetzten.
· Spaltenprozente: Wir informieren darüber, wie die einzelnen Parteianhängerschaften gestimmt haben. Mit anderen Worten: Wir informieren (in diesem Beispiel) über die Zusammensetzung von MEI-Befürwortern und -Gegnern innerhalb der einzelnen Parteianhängerschaften.
 
 
1.28. [bookmark: _Toc136782063]Konzepte
Prozentsatzdifferenz
· Sofern die Spaltenvariable als erklärende Variable angeordnet ist, gilt: Die Prozentsatzdifferenz ist die absolute Differenz zwischen den beiden Zeilenwerten bei spaltenbezogener Prozentuierung.
 
Tabelle: Entscheid zur Masseneinwanderungsinitiative nach Parteiaffinität (Spaltenprozente)
[image: Table

Description automatically generated]
-> Demnach: Prozentsatzdifferenz= |50 - 5| = |50 - 95| = 45
 
 
Das Konzept des relativen Risikos
Gehen wir von der folgenden Datensituation aus:
[image: Application

Description automatically generated with medium confidence]
Das relative Risiko berechnet sich sodann wie folgt:
 
Formel:
[image: A picture containing text, clock

Description automatically generated]
 
Beispiel:
[image: Table

Description automatically generated]
· 62 von 228 Männer sind Raucher. «Raucherrisiko» beträgt für Männer 62/228 = 0.27
· 80 von 283 Frauen sind Raucherinnen. «Raucherrisiko» beträgt für Frauen 80/283 = 0.28
· RR = 0.27/0.28 = 0.96.
 
 
Das Konzept der Gewinnchancen
· Odds (Gewinnchancen) geben das Verhältnis zwischen dem Auftreten von zwei outcomes einer dichotomen Variablen an.
· Beispiel: Odds werden oft von Wettanbietern angegeben. Wir gross sind beispielsweise die Gewinnchancen, dass Brasilien die nächste Fussballweltmeisterschaft gewinnt? In der Vergangenheit hat Brasilien 5 von 21 Austragungen gewonnen. Demnach 5/16=.313.
 
· Die Odds Ratio (das Gewinnchancenverhältnis) vergleicht die Gewinnchancen zweier Gruppen.
· Beispiel: Die odds für Deutschland betragen nach derselben Berechnungsweise 4/17=.235. Demnach OR = .313/.235=1.33. Brasiliens Gewinnchancen sind rund 1.3-Mal höher als diejenigen Deutschlands.
 
Formel:
[image: A picture containing diagram

Description automatically generated]
 
Beispiel:
[image: Table

Description automatically generated]
· Die «Gewinnchancen», einen Raucher in der Gruppe der Männer zu finden, betragen 62/166 = 0.373.
· Die «Gewinnchancen», eine Raucherin unter Frauen zu finden, betragen 80/203 = 0.394
· Demnach beträgt das Gewinnchancenverhältnis (odds ratio, OR) zwischen Männern und Frauen = 0.373/0.394 = 0.947.
 
 
1.29. [bookmark: _Toc136782064]Unabhängigkeitstest
Konstruktionslogik
· Ein Zusammenhang zwischen zwei Variablen besteht dann, wenn bestimmte Merkmale häufiger gemeinsam auftreten, als bei einer zufälligen Verteilung (d.h. bei statistischer Unabhängigkeit) zu erwarten wäre.
 
· Wir vergleichen die beobachteten Häufigkeiten mit den Häufigkeiten, die auftreten würden, wenn keine Beziehung zwischen den Variablen bestünde (d.h., wenn X und Y statistisch unabhängig voneinander sind).
· Auf diesem Vergleich zwischen beobachteten Häufigkeiten der Kontingenztabelle (fij) und erwarteten Häufigkeiten der Indifferenztabelle (eij) beruhen der Chi-Quadrat-Test und die auf Chi-Quadrat aufbauenden Kennzahlen (z.B. Cramers V).
· Die Kontingenztabelle ist «unsere» beobachtete Tabelle der gemeinsamen Häufigkeiten von X und Y .
· Indifferenztabelle ist die Tabelle der statistischen Unabhängigkeit (eine rein fiktive Tabelle). Die Indifferenztabelle stellt die gemeinsamen Häufigkeiten bei gegebenen Randverteilungen so dar, dass keine Beziehung zwischen den Variablen besteht.
 
· Wenn Kontingenztabelle (fij ) und Indifferenztabelle (eij ) identisch sind, dann besteht zwischen X und Y kein Zusammenhang.
· Wenn die Kontingenztabelle (fij ) ungleich der Indifferenztabelle (eij ) ist, dann besteht zwischen X und Y ein Zusammenhang.
· Je grösser - ceteris paribus - die Differenz zwischen den Häufigkeiten der beiden Tabellen ist, desto grösser ist die Abweichung von der statistischen Unabhängigkeit und der Grad der Assoziation zwischen den Variablen.
 
Wie ermitteln wir die erwarteten Werte bei statistischer Unabhängigkeit?
· Aufbauend auf wahrscheinlichkeitstheoretischen Überlegungen, gilt bei stochastischer Unabhängigkeit von X und Y:
[image: A picture containing logo

Description automatically generated]
· Die erwarteten bedingten Häufigkeiten entsprechen jeweils dem Produkt der jeweiligen Randsummen dividiert durch n.
[image: A picture containing clock, antenna

Description automatically generated]
· Danach ermitteln wir die quadrierten Differenzen zwischen der vorliegenden empirischen Kontingenztabelle und der Indifferenztabelle.
[image: A picture containing text, clock, watch

Description automatically generated]
 
Beispiel: Hatte die Parteiidentifikation einen Einfluss auf den Entscheid zur Hornkuh-Initiative?
[image: Table

Description automatically generated]
 
(erwartete Häufigkeiten (rot) bei statistischer Unabhängigkeit)
[image: Table

Description automatically generated]
 
(Differenzen Zellenhäufigkeiten und erwartete Häufigkeiten)
[image: Table

Description automatically generated]
 
· Sodann bestimmen wir die Anzahl Freiheitsgrade: DF = (R - 1)(C - 1) = 7
· Wir legen man eine Irrtumswahrscheinlichkeit fest (Konfidenzniveau üblicherweise 95%) und vergleicht zuletzt die ermittelte ꭓ^2-Statistik mit den entsprechenden Werten der ꭓ^2-Verteilung.
 
In R:
[image: Text, letter

Description automatically generated]
 
 
Einschränkungen
· Der ꭓ^2-Unabhängigkeitstest ist ein approximatives Testverfahren – die zugehörige Teststatistik Tp ist nur approximativ ꭓ^2-verteilt. Damit die Approximation von ausreichender Güte ist, sollte die folgende Faustregel erfüllt sein:
 
Faustregel: ꭓ^2-Unabhängigkeitstest
-> Die erwartete Häufigkeit sollte in jeder Zelle mindestens den Wert 1 betragen und für 80% der Zellen sollte die erwartete Häufigkeit mindestens den Wert 5 betragen.
 
· Ausweg für Vierfeldertafeln (auch bei dünn besetzten Zellen): Fishers exakter Test auf Unabhängigkeit.
 
 
1.30. [bookmark: _Toc136782065]Kontingenzkoeffizienten, die auf Chi-Quadrat basieren
Bivariate Assoziationsmasse: Generell
Gesucht werden Assoziationsmasse, die ... :
· idealerweise unabhängig sind vom Stichprobenumfang;
· idealerweise die entsprechenden Maximal- oder Minimalwerte auch empirisch erzielen können;
· idealerweise einen Wertebereich zwischen 0 und 1 (ordinales Skalenniveau: -1 bis 1) haben; zwischen Vergleichsgrössen und/oder Stichproben vergleichbar sind.
 
Phi: Assoziationsmass für zwei dichotome Merkmale
· Um Φ zwischen zwei dichotomen Merkmalen zu schätzen, stellt man zuerst eine Vierfeldertafel auf, die die gemeinsame Häufigkeitsverteilung der Merkmale enthält:
[image: Table

Description automatically generated]
 
Mit den Daten aus der Tabelle berechnet man Φ nach der Formel:
[image: A picture containing text, orange, clock

Description automatically generated]
 
Zwischen Φ und ꭓ^2 besteht der Zusammenhang:
[image: A picture containing text, clock, watch, gauge

Description automatically generated]
 
Substanzielle Interpretation:
· Vorausgesetzt Φ könnte den Maximalwert 1 annehmen (siehe Nachteile), gibt sein Wert den Anteil an der Differenz zur Kontingenztabelle an, die mit der unabhängigen Variablen erklärt werden kann.
Nachteile:
· Für grössere Tabellen als Vierfeldertafeln kann Φ grösser als 1 werden. Selbst für Vierfeldertafeln müssen die Randverteilungen von Zeilen und Spaltenvariablen gleichverteilt sein, damit Φ bei maximaler Assoziation 1 betragen kann.
 
Cramérs V: Assoziationsmass für zwei nominalskalierte Merkmale
Formel:
[image: A picture containing text

Description automatically generated]
· wobei: C = Spalten (Columns), R = Zeilen (Rows) und min = der tiefere Wert von C oder R.
 
Substanzielle Interpretation:
· Der Renormierung wegen hat Cramérs V keine intuitive Bedeutung mehr.
· Cramérs V kann nur noch Werte zwischen 0 und 1 annehmen und dies nicht nur bei Vierfeldertafeln.
 
Beispiel: Sollen gleichgeschlechtliche Paare Kinder adoptieren dürfen?
 
Kontingenztabelle (Häufigkeiten, fij)
[image: Table

Description automatically generated]
 
Indifferenztabelle (erwartete Häufigkeiten, eij)
[image: Table

Description automatically generated]
 
Quadrierte Differenzen zwischen Kontingenz- und Indifferenztabelle ((fij - eij)^2 / eij)
[image: Table

Description automatically generated]
 
Formel:
[image: A screenshot of a computer

Description automatically generated with low confidence]
 
Weitere Chi-Quadrat-basierte Zusammenhangsmasse
Kontingenzkoeffizient C nach Karl Pearson (Ziel: Unabhängigkeit vom Stichprobenumfang)2
Formel:
[image: A picture containing antenna, clock, gauge

Description automatically generated]
 
Korrigierter Kontingenzkoeffizient Ckorr nach Karl Pearson (Ziel: Unabhängigkeit von der Anzahl Dimensionen):
Formel:
[image: A picture containing text, antenna, clock, gauge

Description automatically generated]
 
 
PRE-Masse: 
Konstruktionslogik
· Drücken aus, um wie viel besser die Ausprägung einer abhängigen Variable für einen beliebigen Befragten vorhergesagt werden kann, wenn eine unabhängige Variable bekannt ist, d.h., um wie viel Prozent sich der Vorhersagefehler reduziert (proportional reduction of error )
· Die Logik von PRE-Massen basiert darauf, dass wir ohne Kenntnis einer anderen Variablen das Auftreten der am häufigsten besetzten Kategorie (Modalkategorie) prognostizieren würden.
 
Formel:
[image: A picture containing text, clock

Description automatically generated]
Wobei:
· E1 Vorhersagefehler ohne Prädiktor
· E2 Vorhersagefehler mit Prädiktor
 
Lambda (Goodman und Kruskal)
Formel:
[image: A picture containing text, clock, watch

Description automatically generated]
· wobei ε1 der Variationsratio zwischen der Anzahl der non-modalen Ausprägungen und der Gesamtzahl aller Beobachtungen entspricht,
· während ε2 der Summe aller non-modalen Ausprägungen für jede Ausprägung der unabhängigen Variablen (dividiert durch die Gesamtzahl aller Beobachtungen) entspricht.
 
Nachteile:
· Asymmetrisch: «Vertauscht man die Rollen» zwischen unabhängiger und abhängiger Variablen, erhält man (meist) unterschiedliche Werte.
· Unter Umständen kann Lambda den Wert 0 annehmen, obwohl beide Merkmale offensichtlich nicht unabhängig voneinander sind
 
Beispiel:
[image: Table

Description automatically generated]
· Ohne Kenntnis der Kanzlerpräferenz würde man für die Parteiwahl den häufigsten Wert (die Wahl der Union) prognostizieren und würde sich in 345+186=531 Fällen irren.
 
· Kennt man jedoch die Kanzlerpräferenz, würde man für Merkel-Anhänger den Modalwert (Union), für Steinbrück-Anhänger jedoch deren entsprechenden Modalwert (SPD) prognostizieren.
· Dadurch irrt man sich in nur noch in (84+25)+(15+102)=226 Fällen.
[image: A picture containing shape

Description automatically generated]
· Der Vorhersagefehler für die Parteiwahl reduziert sich um 57 Prozent («proportional reduction of error» = PRE).
 
 
1.31. [bookmark: _Toc136782066]Assoziationsmasse für ordinalskalierte Variablen
Ordinalskalierte Zusammenhangsmasse
· Beide Merkmale besitzen Ordinalskalenniveau.
· Solche Masse werden auch als Rangkorrelationsmasse bezeichnet.
· Im Gegensatz zu nominalskalierten Variablen besitzen ordinalskalierte Variablen Informationen über die Rangordnung der Merkmalsausprägungen.
· Im Gegensatz zu nominalskalierten Zusammenhangsmassen informieren Rangkorrelationsmasse auch über die Richtung des Zusammenhangs.
 
· Die Merkmalsausprägungen jeder Beobachtungseinheit (zumeist: einzelne Individuen) können mit denjenigen anderer Beobachtungseinheiten verglichen werden. Ein solches Vergleichspaar bezeichnet man als «Paar».
· Man vergleicht das Bildungsniveau und das politische Interesse einer Person A mit den entsprechenden Merkmalsausprägungen von Person B. Person A und Person B bilden zwecks dieses Vergleichs eines von vielen möglichen Paaren.
· Zwischen den Einheiten eines Paares sind insgesamt fünf verschiedene Relationen denkbar:
· Konkordant: xk < xj und yk < yj oder xk > xj und yk > yj
· Diskordant: xk < xj und yk > yj oder xk > xj und yk < yj
· Gebunden in X: xk = xj und yk > yj oder xk = xj und yk < yj
· Gebunden in Y: xk < xj und yk = yj oder xk > xj und yk = yj
· (Doppelt) Gebunden in X und Y: xk = xj und yk = yj
 
Goodman und Kruskals Gamma
Formel:
[image: A picture containing text, clock

Description automatically generated]
wobei:
· Ns ist die Anzahl konkordanter Paare
· Nd ist die Anzahl diskordanter Paare
 
Beispiel: Wie berechnet man die Anzahl konkordanter und diskordanter Paare?
[image: Table
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1. Wir beginnen mit den politisch Uninformierten (tiefes Wissen) und Uninteressierten (tiefes Interesse) und ermitteln die Anzahl Fälle, die sowohl ein höheres Wissen als auch ein grösseres Interesse an Politik haben.
· Anzahl konkordanter Paare für tiefes Wissen, tiefes Interesse: Ns = 1 x (11 + 4 + 4 + 8) = 27.
1. Wir fahren fort mit den politisch Uninformierten (tiefes Wissen) mit mittlerem politischem Interesse und ermitteln die Anzahl Fälle, die sowohl ein höheres Wissen als auch ein grösseres Interesse an Politik haben.
· Anzahl konkordanter Paare für tiefes Wissen, mittleres Interesse: Ns = 5 x (4 + 8) = 60.
1. Wir fahren fort mit mittlerem Wissen und tiefem politischem Interesse und ermitteln die Anzahl Fälle, die sowohl ein höheres Wissen als auch ein grösseres Interesse an Politik haben.
· Anzahl konkordanter Paare für mittleres Wissen, tiefes Interesse: Ns = 2 x (4 + 8) = 24.
1. Wir fahren fort mit mittlerem Wissen und mittlerem politischem Interesse und ermitteln die Anzahl Fälle, die sowohl ein höheres Wissen als auch ein grösseres Interesse an Politik haben.
· Anzahl konkordanter Paare für mittleres Wissen, mittleres Interesse: Ns = 11 x 8 = 88.
 
1. Nun ermitteln wir die Anzahl diskordanter Paare und gehen im Prinzip «spiegelverkehrt» vor: Wir beginnen mit tiefem Wissen und hohem Interesse und fragen uns: Wie hoch ist die Anzahl derer, die zwar ein grösseres politisches Wissen aufweisen, aber gleichzeitig nur ein mittleres oder geringes Interesse an Politik?
· Anzahl diskordanter Paare für hohes Interesse, geringes Wissen: Ns = 1 x (2 + 11 + 0 + 4) = 17.
1. Wir fahren fort mit tiefem Wissen und mittlerem Interesse.
· Anzahl diskordanter Paare für geringes Wissen, mittleres Interesse: Ns = 5 x (2 + 0) = 10.
1. Wir fahren fort mit mittlerem Wissen und hohem Interesse.
· Anzahl diskordanter Paare für mittleres Wissen, hohes Interesse: Ns = 4 x (0 + 4) = 16.
1. Wir fahren fort mit mittlerem Wissen und mittlerem Interesse.
· Anzahl diskordanter Paare für mittleres Wissen, mittleres Interesse: Ns = 11 x (0) = 0.
 
-> Anzahl konkordanter Paare: Ns = 27 + 60 + 24 + 88 = 199
-> Anzahl diskordanter Paare: Nd = 17 + 10 + 16 + 0 = 43
-> γ = (199 - 43) / (199 + 43) ~ 0.645
 
· γ reicht von -1 bis +1
· γ = 0 bedeutet: Es gibt keine Zusammenhang zwischen den Merkmalen.
· γ = .645 bedeutet: Es gibt einen ziemlich starken Zusammenhang zwischen den Merkmalen.
 
 


[bookmark: _Toc136782067]Kovarianz und Korrelation
1.32. [bookmark: _Toc136782068]Standardisierung
· Problem: Wie können wir die Streuung/Abweichungen vom Mittelwert zweier Variablen mit unterschiedlicher Skalierung bzw. Streuung miteinander vergleichen?
· Lösung: Die Standardisierung oder z-Transformation:
Wir transformieren die Variablen, so dass sie dieselbe Skalierung, denselben Mittelwert und die dieselbe durchschnittliche Streuung aufweisen.
 
Definition:
-> Eine standardisierte Zufallsvariable ist eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert 0 und deren Varianz 1 beträgt.
· Die Werte einer standardisierten Variablen werden auch z-Scores genannt.
· Der z-Score eines Variablenwertes informiert darüber, um wie viele Standardabweichungen vom Mittelwert entfernt der entsprechende Variablenwert liegt.
 
Formel: Standard Score
[image: A picture containing clock, antenna, watch
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Formel: Standard Score, wenn μ und σ unbekannt
[image: A picture containing text, clock, antenna

Description automatically generated]
 
· Mittels Standardisierung oder z-Transformation wird eine Variable transformiert, so dass die resultierende Zufallsvariable den Mittelwert Null und die Varianz Eins besitzt. Die Standardabweichung entspricht der Wurzel der Varianz und ist somit auch gleich Eins.
 
Beispiel: Die Werte zweier Spieler mit unterschiedlicher (Punkte-)Varianz können
dank Standardisierung miteinander verglichen werden:
[image: Diagram
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[image: Chart

Description automatically generated]
 
 
1.33. [bookmark: _Toc136782069]Gemeinsame Streuung zweier Merkmale
· Bisher: Gemeinsame Verteilung zweier kategorialer Variablen und Zusammenhangsmasse für kategoriale Daten.
· Neu: Gemeinsame Verteilung zweier metrisch skalierter Variablen und Zusammenhangsmasse für metrische Daten.
· Vorteil: Für die gemeinsame Verteilung zweier metrischer Variablen gibt es bloss ein Mass - die Kovarianz. Als Zusammenhangsmasse kommen die Korrelation r und der Determinationskoeffizient R-Quadrat in Frage.
 
Streudiagramm
· Die Darstellung der gemeinsamen Verteilung von zwei metrischen Variablen erfolgt zumeist nicht tabellarisch, sondern in einem Streudiagramm (scatterplot).
· Die Achsen des Streudiagramms entsprechen jeweils der unabhängigen und der abhängigen Variablen. Die X-Achse ist die Horizontale, die Y -Achse die Vertikale.
· Die Werte zweier variabler Merkmale werden gegeneinander in ein kartesisches Koordinatensystem abgetragen.
 
[image: Table

Description automatically generated]	 [image: Chart, box and whisker chart

Description automatically generated]
 
Jittering
· Das Problem: Zuweilen liegen viele Datenpunkte übereinander (v.a. bei ordinalen Daten).
· Das Problem lässt sich wie folgt lösen: 
· Es werden auf alle Wertepaare (Datenpunkte) kleine Zufallszahlen addiert.
· So werden die Werte leicht auseinandergezogen werden und es ergibt sich eine «differenziertere» Punktwolke (der Prozess des «Jittering»).
· Nicht vergessen: Die Werte liegen eigentlich übereinander.
 
Beispiel:
[image: A picture containing text

Description automatically generated]  		[image: A picture containing scatter chart

Description automatically generated]
 
Kovarianz
Beispiel: Bruttoinlandprodukt (GDP) und Ausländische Direktinvestitionen (FDI)
 
Streudiagramm:
[image: Chart, scatter chart
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· Gehen höhere GDP-Werte einher mit höheren FDI-Werten? Mit anderen Worten: Gibt es zwischen den beiden Variablen einen Zusammenhang?
· Dazu definieren wir zunächst, was wir unter «höher» und «tiefer» verstehen:
· Die Referenzgrösse ist der arithmetische Mittelwert (bzw. die beiden arithmetischen Mittelwerte von X und Y ):
· GDPi <  ist gleichbedeutend mit «tief»
· GDPi >  ist gleichbedeutend mit «hoch»
[image: Chart, scatter chart
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· Die Abweichungen der Datenpunkte in den Quadranten I und III weisen jeweils dasselbe Vorzeichen auf und resultieren deshalb in einen positiven Zusammenhang.
· Die Abweichungen der Datenpunkte in den Quadranten II und IV weisen jeweils gegenläufige Vorzeichen auf und resultieren deshalb in einen negativen Zusammenhang.
· Nachdem für jede Beobachtung das Produkt der beiden Abstände berechnet wird, wird über alle Beobachtungen (bzw. n − 1) gemittelt:
[image: A picture containing text, clock, watch
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· In das Kreuzprodukt beider Abweichungen fliessen sowohl das Ausmass der Abweichungen wie auch die Richtung (Vorzeichen) mit ein.
 
Formel: Kovarianz
[image: A picture containing clock, watch

Description automatically generated]
 
Nachteile der Kovarianz
· Die Kovarianz ist davon abhängig, in welchen Einheiten die Variablen gemessen wurden. Beispiel aus Müller-Benedict: Würde das Alter nicht in Jahren, sondern stattdessen in Monaten gemessen, stiege auch die Kovarianz um 12^2 = 144.
· Daraus folgt auch, dass die Kovarianz nicht robust gegenüber Skalentransformationen ist.
· Die Produkt-Moment-Korrelation von Bravais und Pearson hebt diese Nachteile auf.
 
 
1.34. [bookmark: _Toc136782070]Korrelation
Formel: Zufallsvariable, Populationsparameter
[image: A picture containing text, clock, gauge

Description automatically generated]
 
Formel: Empirischer Korrelationskoeffizient
[image: A picture containing text, watch, clock

Description automatically generated]
 
Formel: Erwartungstreuer Schätzer der Korrelation
[image: A picture containing text, clock

Description automatically generated]
Da sich der Faktor 1/(n−1) aus der Formeln herauskürzen lässt, ergibt sich der gleiche Wert des Koeffizienten wie in vorangegangener Folie.
 
-> Sind diese Messreihenwerte z-transformiert (Z-Scores), dann gilt auch:
Formel: Erwartungstreuer Schätzer der Korrelation (z-transformiert)
[image: A picture containing text, clock
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Der Korrelationskoeffizient r
Eigenschaften:
−1 ≤ rXY ≤ 1
|rXY| = 1 bedeutet: perfekter linearer Zusammenhang
rXY = 0 bedeutet: kein linearer Zusammenhang
 
Beispiel: GDP-FDI
sXY = 0.147, sX = 0.435, sY = 0.640
Daraus folgt:
rXY = 0.147 / (0.435 x 0.640) = 0.527
 
Für die Interpretation der Stärke des Zusammenhangs gilt die folgende Faustregel :
· 0 < |rXY | < .1 = Äusserst schwacher Zusammenhang
· .1 < |rXY | < .3 = Schwacher Zusammenhang
· .3 < |rXY | < .5 = Mittlerer Zusammenhang
· .5 < |rXY | < 1 = Starker Zusammenhang
 


[bookmark: _Toc136782071]Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
1.35. [bookmark: _Toc136782072]Warum Wahrscheinlichkeitstheorie?
· Als Vorbereitung/Grundlage für die Inferenzstatistik.
· In der Regel rechnen wir nicht mit Populationswerten, sondern mit Stichprobenwerten. Unser Interesse gilt aber nicht den Stichprobenwerten als solches, vielmehr wollen wir Aussagen über die Gesamtpopulation machen.
· Woher aber wissen wir, dass die Stichprobenwerte den Populationswerten entsprechen?
· Sofern die Stichprobe eine Zufallsauswahl der Grundgesamtheit darstellt, sind Verallgemeinerungen möglich. Diese Verallgemeinerung unterliegt aber stets einem Zufallsfehler. Auf Stichproben beruhende Aussagen über die Grundgesamtheit haben stets eine «Unschärfe».
· Diese Unschärfe ist eng verknüpft mit Wahrscheinlichkeiten. Ausserdem: Das Ausmass der Unschärfe, d.h. die Wahrscheinlichkeit, mit der diese Verallgemeinerung zutrifft, lässt sich berechnen - auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie.
 
 
1.36. [bookmark: _Toc136782073]Der Wahrscheinlichkeitsbegriff: Unterschiedliche Auffassungen
Kampf der «probabilistischen Weltanschauungen»: Unterschiedliche Auffassungen von Wahrscheinlichkeiten
Klassische Auffassung (Carnap: logische Wahrscheinlichkeit):
· Logisch-analytische Relation zwischen interessierendem Ereignis und Anzahl möglicher Ereignisse. Angabe eines Wahrscheinlichkeitsverhältnisses (auch A-priori-Wahrscheinlichkeit).
 
Statistische Wahrscheinlichkeit («Frequentisten», Häufigkeitstheoretiker):
· Relative Häufigkeiten auf lange Sicht.
 
Subjektive Wahrscheinlichkeit (Carnap: personelle oder induktive Wahrscheinlichkeit):
· Grad der Überzeugung gestützt auf Informationen. Alltägliche Verwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes. Spielt eine gewichtige Rolle in der Bayesianischen Wahrscheinlichkeitstheorie.
 
Grundbegriffe: Stichproben- oder Ergebnisraum und Ereignisraum
· Die möglichen Ausgänge eines Zufallsexperimentes nennt man Ergebnisse (oder auch: Elementarereignisse, engl. occurrence).
· Die Menge aller möglichen Ergebnisse ist der Ergebnisraum, bzw.-menge Ω oder auch Stichprobenraum S.
· Der Ergebnisraum eines Würfelwurfs hat beispielsweise sechs Elementarereignisse:
Ω = {ω1 = 1, ω2 = 2, ω3 = 3, ω4 = 4, ω5 = 5, ω6 = 6}
· Elementarereignisse schliessen sich gegenseitig aus (disjunkt).
 
· Jede Teilmenge des Ergebnisraumes heisst Ereignis (engl. event).
· Ein Ereignis muss nicht ein einzelnes Elementarereignis sein, sondern kann eine beliebige Teilmenge des Ergebnisraumes sein. Zum Beispiel eine gerade Augenzahl beim Würfeln:
A = {2, 4, 6}
· Die (Potenz-)Menge aller Ereignisse heisst Ereignisraum: P(Ω)
· Der Ereignisraum eines Zufallsexperiments - im Beispiel ein Münzwurf - setzt sich zusammen aus:
· dem unmöglichen Ereignis oder der Leermenge: E1 = {}
· den beiden Elementarereignissen: E2 = {K} (Kopf) und E1 = {Z} (Zahl)
· dem sicheren Ereignis: E4 = Ω = {K, Z}
 
Repetition: Unterschied Ergebnis und Ereignis in der Terminologie der Statistik
· Ergebnisse sind die möglichen Elementarereignisse eines Zufallsexperiments. Sie sind Elemente einer Menge und enthalten keine Wahrscheinlichkeiten.
· Ereignisse sind Teilmengen der Ergebnismenge und enthalten eine Wahrscheinlichkeit («An event is an outcome that has a probability assigned to it.»). Ein Ereignis muss nicht zwangsläufig identisch sein mit einem Ergebnis.
· Zudem sind { } und Ω auch Ereignisse. Sie gehören zur Ereignismenge, nicht aber zur Ergebnismenge.
 
Kolmogorovs Axiome
-> Damit man mit den Wahrscheinlichkeiten rechnen kann, müssen die Kolmogorov-Axiome erfüllt sein:
· Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines elementaren Ereignisses muss stets grösser oder gleich Null sein (Positivität).
· Die Wahrscheinlichkeit einer Vereinigung abzählbar vieler inkompatibler Ereignisse ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse (Additivität).
· Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten für das Eintreten der elementaren Ereignisse muss gleich Eins sein (Normiertheit).
 
 
Klassische Sichtweise: «logische Wahrscheinlichkeit»
Beispiel: Einzelner Münzwurf mit einer (nicht-gezinkten) Münze:
· Das Ergebnis eines Münzwurfes ist entweder Kopf oder Zahl (der «Ergebnisraum»).
· Sofern es sich nicht um gezinkte Münzen handelt, haben beide Ereignisse (d.h. sowohl Kopf als auch Zahl) dieselbe Wahrscheinlichkeit. Daraus folgt:
Pr(Kopf ) = Pr(Zahl) = 1/2 = 0.5
 
Limiten des klassischen Ansatzes
-> Der klassisch-logische Ansatz funktioniert nur, wenn bestimmte Bedingungen erfüllt sind:
· Man kann die Einzelergebnisse aufzählen.
· Symmetrie der Struktur des Zufallsexperimentes: Alle Elementarereignisse haben dieselbe Wahrscheinlichkeit. 
· Immer plausibel?
· Beispiel 1: Christopher Trimmel tritt an zum Elfmeterschiessen: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass er trifft?
· Beispiel 2: Die Reparaturwahrscheinlichkeit eines Fahrrads kann man beispielsweise nicht mit der klassisch-logischen Herangehensweise berechnen.
 
 
Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff
· Frequentisten fassen die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines Ereignisses auf als den Grenzwert seiner relativen Häufigkeit bei theoretisch unendlich vielen Wiederholungen (eines Zufallsexperimentes) auf.
[image: A picture containing text, clock, gauge
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-> Limes des Quotienten der absoluten Häufigkeit dieses Ereignisses und der Anzahl der wiederholten Experimente gegen unendlich viele Experimente.
· Unterschied Wahrscheinlichkeit und relative Häufigkeit: letzteres = erfasster Zustand einer Stichprobe in der Vergangenheit, während Wahrscheinlichkeit = Bezug auf zukünftiges Ereignis («Erwartung»).
 
Gesetz der grossen Zahl:
· Wird ein Zufallsexperiment immer unter denselben Bedingungen durchgeführt, so nähert sich die relative Häufigkeit immer weiter der Wahrscheinlichkeit des Zufallsexperiments an.
· Daraus folgt: Die relative Häufigkeit der Merkmalsausprägung j ist eine gute Approximation von Pr(j), sofern n genügend gross ist.
 
Eigenschaften und Kritik
· Impliziert den Charakter der Objektivität.
· Strenggenommen kann die Anwendung jedoch nur bei beliebig wiederholbaren Ereignissen erfolgen. In der Praxis ist es aber unmöglich, ein Experiment unendliche Male zu wiederholen.
· Gewisse «Experimente» lassen sich überhaupt nicht wiederholen («Wahrscheinlich scheint morgen die Sonne»). Also können auch keine Häufigkeitsaussagen dazu gemacht werden.
 
Der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff der «Bayesianer»
-> Anders verhält es sich beim Bayesianischen Wahrscheinlichkeitsbegriff:
· Wahrscheinlichkeit wird aufgefasst als die subjektive Interpretation der Wahrscheinlichkeit im Sinne eines «Grads persönlicher Überzeugung».
· Die Plausibilität dieser Apriori-Wahrscheinlichkeit kann anschliessend mit dem Bayes-Theorem (und dem Einbezug weiterer Wahrscheinlichkeiten) neu bemessen werden.
· Auch der Bayesianische Wahrscheinlichkeitsbegriff hat logische Eigenschaften.
· Kann auch auf einmalige Ereignisse oder zur Bewertung von Hypothesen herangezogen werden.
· Die wichtigste Kombination von zwei Wahrscheinlichkeiten ist für die Bayesianer die bedingte Wahrscheinlichkeit, welche die Wahrscheinlichkeit für ein Ereignis A angibt unter der Voraussetzung, dass ein Ereignis B bereits eingetreten ist.
 
 
Weitere Grundbegriffe
· Endliche Stichprobenräume: Alle Elemente einer Menge können angegeben werden und die Elemente sind ausserdem abzählbar (z.B. Würfeln).
· Binomische und diskret gleichverteilte Wahrscheinlichkeitsverteilungen. 
· Abzählbar unendliche Stichprobenräume: Die Elemente sind abzählbar, aber S geht ins Unendliche (Anzahl Telefonanrufe an ein Callcenter pro Woche).
· Poisson- und geometrische Verteilungen.
· Nicht abzählbare unendliche Stichprobenräume: Die Elemente sind nicht abzählbar und S geht ins Unendliche (intervallskalierte Zufallsereignisse).
· Stetige Wahrscheinlichkeitsmodelle.
 
 
1.37. [bookmark: _Toc136782074]Mengenoperationen, Arten der Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsregeln
Übersicht: Drei Mengenoperationen und fünf Wahrscheinlichkeiten
Drei Mengenoperationen:
· Komplement: Das Gegenereignis zu A.
· Vereinigung: A oder B.
· Durchschnitt: Die Schnittmenge von A und B.
 
Fünf Arten von Wahrscheinlichkeiten (die mit entsprechenden Wahrscheinlichkeitsregeln zu ermitteln sind):
· Marginale Wahrscheinlichkeit: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, eine Eins zu würfeln?
· Komplementäre Wahrscheinlichkeit: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, keine Eins zu würfeln?
· Wahrscheinlichkeit der Vereinigung: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Würfelzahl gerade ist oder kleiner als 4?
· Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Würfelzahl gerade ist und gleichzeitig kleiner als 4?
· Bedingte Wahrscheinlichkeit: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Würfelzahl gerade ist, wenn ich weiss, dass ich eine Zahl kleiner als 4 erwürfelt habe?
 
Komplement oder Gegenereignis
Definition: Das Komplement oder die Komplementmenge eines Ereignisses A sind alle Ereignisse aus dem Stichprobenraum S, die nicht in A enthalten sind.
· Hier hilft das sogenannte Venn-Diagramm. Die Box steht für den gesamten Stichprobenraum S, der dunkelgrau schraffierte Kreis für eine bestimmte Teilmenge A.
[image: A picture containing diagram
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Wir wissen:
· Falls ein Ereignis nicht in A ist, muss es in A′ («Nicht-A»; das Komplement von A) enthalten sein.2
· Falls ein Ereignis nicht in A′ ist, muss es in A enthalten sein.
· P(A) + P(A′) = 1.
· Die Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses von A kann deshalb nach der folgenden Komplementärregel errechnet werden:
 
Komplementärregel: P(A′) = 1 − P(A)
 
 
Vereinigung
· Die Vereinigung (engl. union) zweier Ereignisse A und B hat die Notation: A ∪ B.
· P(A ∪ B) bedeutet «die Wahrscheinlichkeit von A oder B».
· Das Symbol ∪ steht demnach für den logischen Operator «oder».
· Kleines Quiz: Wenn A = {1, 3, 5} und B = {3, 4, 5, 6}, wie sieht die Menge A ∪ B aus?
 
Additionsregel für die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung bei sich gegenseitig ausschliessenden Ereignisse
· Wenn A ∩ B = ∅ (d.h. die Ereignisse A und B schliessen sich gegenseitig aus), so gilt:
 
Additionsregel 1: P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
 
· Kleines Quiz: Was ist die Wahrscheinlichkeit, die Augenzahl 1 oder die Augenzahl 3 zu würfeln?
 
· Im unteren Beispiel haben beide Teilmengen keine Schnittmenge: Die Ereignisse «Schwarz» und «Rot» schliessen sich im Roulette aus. Sie können nicht gemeinsam auftreten.
[image: Shape
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Die Additionsregel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit der Vereinigung zweier (disjunkter und nicht-disjunkter) Ereignisse:
 
Additionsregel 2: P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)
 
 
Bedingte Wahrscheinlichkeit
· Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses unter der Bedingung, dass zuvor bereits ein anderes Ereignis eingetreten ist.
· Die bedingte Wahrscheinlichkeit hat die Notation P(A | B) («Die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung von B»).
 
· Bei bedingten Wahrscheinlichkeiten reduziert sich der Stichprobenraum auf ein bestimmtes Ereignis B. Denn wir wissen, dass das fragliche Element, dessen Wahrscheinlichkeit wir angeben wollen, in der Menge B enthalten ist und B bereits eingetreten ist.
[image: Diagram
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Formel zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten:
[image: Text
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· In Worten: «Die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, dass B bereits eingetreten = die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge von A und B dividiert durch die Wahrscheinlichkeit von B.»
· Kleines Quiz: Was, wenn B = leere Menge (∅)? Wie hoch ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter den Bedingung von B (P(A|B))?
 
 
Wahrscheinlichkeiten des Durchschnitts
· Der Durchschnitt (Schnittmenge, engl. intersection) zweier Ereignisse A und B hat die Notation: A ∩ B.
· P(A ∩ B) bedeutet «die Wahrscheinlichkeit von A und B zusammen» (intersection oder auch joint probability).
· Beispiel Würfelwurf: A sei eine gerade Augenzahl (A = {2, 4, 6}) und B sei das Ereignis, dass die Augenzahl kleiner als 4 ist (B = {1, 2, 3}).
· Der Durchschnitt der Mengen A und B ist die Menge aller Zahlen, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.
· Folglich: A ∩ B = {2}.
 
· Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts zweier Ereignisse A und B liesse sich durch das Abzählen der gemeinsamen Elementarereignisse errechnen:
· Beispiel Würfelwurf: A sei eine gerade Augenzahl (A = {2, 4, 6}) und B sei das Ereignis, dass die Augenzahl kleiner als 4 ist (B = {1, 2, 3}). Es gibt nur ein Elementarereignis, das in beiden Mengen enthalten ist: Die Augenzahl 2.
· Da alle Augenzahlen eines fairen Würfels dieselbe Wahrscheinlichkeit haben, folgt: P(A ∩ B) = 1/6
 
Die Multiplikationsregel (conditioning ) zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten des Durchschnitts
· Eleganter ist aber der folgende Weg über die bedingten Wahrscheinlichkeiten.
· Wiederholung: Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist folgendermassen definiert:
[image: A picture containing icon
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· Daraus lässt sich ableiten (wenn mit dem Nenner der rechten Seite multipliziert wird):
[image: A picture containing text, clock

Description automatically generated]
-> In Worten: «Die Wahrscheinlichkeit, dass A und B zusammen eintreten, ist die Wahrscheinlichkeit von B multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit von A, vorausgesetzt B ist bereits eingetreten.»
[image: Diagram

Description automatically generated]
 

1.38. [bookmark: _Toc136782075]Mehrstufige (bedingte) Wahrscheinlichkeiten
Visualisierung durch das Baumdiagramm
· Einige Wahrscheinlichkeitsprobleme (z.B. A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten) haben mit mehrstufigen Prozessen oder eine Folge von Ereignissen zu tun (z.B. bedingte Wahrscheinlichkeiten = mehrstufige Stichprobenräume).
· Das Baumdiagramm ist eine Visualisierung, die äusserst hilfreich ist, um diese Prozesse verständlich zu machen und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln.
· In einem Baumdiagramm werden alle Stufen eines mehrstufigen Prozesses dargestellt, d.h. die konditionalen Wahrscheinlichkeiten (Verzweigungen) sowie alle Elementarereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten (demnach Abbildung des Stichprobenraums).
 
Beispiel: Ein Baumdiagramm für unabhängige Ereignisse
[image: Diagram
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· Die Wahrscheinlichkeiten auf den ersten Verzweigungen sind P(B) bzw. P(B′) und ihre Summe beträgt 1.
· Die Wahrscheinlichkeiten auf den zweiten Verzweigungen sind die jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeiten.
· Die Summe der (bedingten) Wahrscheinlichkeiten für alle zweiten Zweige eines spezifischen ersten Zweiges beträgt 1.
· Rechts sind die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten des Durchschnitts angegeben. Sie machen (was man beweisen könnte) den gesamten Stichprobenraum aus und demnach beträgt die Summe der Wahrscheinlichkeiten all dieser Teilmengen 1.
[image: Diagram, schematic
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Beispiel: Ein Baumdiagramm für abhängige Ereignisse
[image: Diagram
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Gesamtwahrscheinlichkeiten von mehrstufigen Prozessen ermitteln
· Was tun, wenn die Aufgabe darin besteht, die Gesamtwahrscheinlichkeit eines Ereignisses B im Falle eines mehrstufigen Zufallsprozesses zu berechnen, wenn mehrere bedingte Wahrscheinlichkeiten bekannt sind, nicht aber die direkte Wahrscheinlichkeit von B?
[image: Diagram
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· Wir addieren die Wahrscheinlichkeiten von A ∩ B und A′ ∩ B
· Im Beispiel des Baumdiagramms: Wir addieren die Wahrscheinlichkeit aller Verzweigungspfade, die zu dem interessierenden Ereignis B auf Stufe Zwei führen.
 
 
Das Bayes-Theorem: Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen in der umgekehrten Reihenfolge ihres Eintretens suchen
· A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten sind bedingte Wahrscheinlichkeiten eines Ereignis A unter der Bedingung B, wobei aber A zuerst eintritt. Mit anderen Worten: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit von A, wenn wir wissen, dass auf Stufe zwei das Ereignis B eingetreten ist?
· Solche Wahrscheinlichkeiten interessieren vor allem in der Medizin. Mit medizinischen Tests lassen sich Krankheiten diagnostizieren. Problem: Es sind auch falsche positive wie auch falsche negative Diagnosen aufgrund dieser Tests möglich.
· Hier ergibt sich deshalb oftmals folgendes Problem: Ein Test wird absolviert, eine Krankheit diagnostiziert, doch wie wahrscheinlich ist es, dass der Patient die Krankheit wirklich hat (unter der Bedingung, dass der Test positiv ausgefallen ist)?
[image: Text, letter

Description automatically generated]
 
[image: Diagram

Description automatically generated]
Test: 
· Peter vermutet eine Katzenallergie. Hierzu existiert ein Test. Der Test gibt jedoch nicht immer das richtige Ergebnis an:
· Bei «echten» Katzenallergiker zeigt der Test in 80 Prozent der Fälle positiv an (B).
· Bei solchen, die keine Katzenallergie haben, zeigt der Test in 10 Prozent der Fälle positiv an.
· Wir wissen: 1 Prozent der Bevölkerung hat eine Katzenallergie (A).
-> Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Peter, dem ein positiver Test angezeigt wurde, die Katzenallergie auch wirklich hat?
 
Lösung:
· Die Wahrscheinlichkeit, dass Peter eine Katzenallergie (A) hat, unter der Bedingung, dass der Test positiv (B) ausfiel (d.h. P(A | B)) ist:
P(A | B) = [P(Allergie) x P(Test positiv | Allergie)] / P(positiv)
P(A | B) = [.01 x .8] / P(positiv) = ?
· Wir wissen nicht, wie hoch die Gesamtwahrscheinlichkeit eines positiven Tests (P(B) = P(positiv)) beträgt! Aber wir können sie nach dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit berechnen.
.01 x .8 + .99 x .1 = .107
P(A | B) = [.01 x .8] / .107 = .0748
 
Verknüpfung mit dem Bayesianischen Wahrscheinlichkeitsbegriff und Potenzial
· Wie das Bayes-Theorem in Kombination mit dem Bayesianischen Wahrscheinlichkeitsbegriff (vermutete, subjektive Wahrscheinlichkeitseinschätzung = prior ) angewendet werden kann, um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, auch wenn keine Frequenz-Aussagen möglich sind ...
· oder um Theorien zu verifizieren oder zu falsifizieren siehe:
-> A Primer of Probabilty Theory for Social Scientists, 19-20.
 


[bookmark: _Toc136782076]Zufallsvariablen und Verteilungen
1.39. [bookmark: _Toc136782077]Zufallsvariablen
Definition: Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die den Ergebnissen eines
Zufallsexperimentes Werte zuweist.
 
· Für jeden möglichen Wert einer Zufallsvariable kann eine bestimmte Wahrscheinlichkeit angeben werden.
 
Beispiel: Zweimaliger Wurf eines Würfels:
· Was ist der Stichprobenraum dieses Zufallsexperimentes? Aus wie vielen Ergebnissen besteht der entsprechende Stichprobenraum?
· Diesen Ergebnissen können nun unterschiedliche Zufallsvariablen zugewiesen werden, zum Beispiel die Summe beider gewürfelten Augenzahlen.
 
· Zufallsvariablen werden mit Grossbuchstaben (z.B. X) gekennzeichnet.
· Die einzelnen Werte («Realisationen») einer Zufallsvariablen werden mit dem entsprechenden Kleinbuchstaben gekennzeichnet (z.B. x).
· P(X = x) steht demnach für «die Wahrscheinlichkeit, dass die (Zufalls-)Variable X den (spezifischen) Wert x aufweist».
 
Arten von Zufallsvariablen
-> Es gibt zwei Hauptarten von Zufallsvariablen:
· Diskrete Zufallsvariablen:
· Haben entweder eine endliche oder eine abzählbar unendliche Zahl möglicher Werte.
· Skalenniveau: Nominal oder ordinal.
· Stetige (kontinuierliche) Zufallsvariablen
· Haben eine nicht abzählbar unendliche Zahl möglicher Werte.
· Warum? Die möglichen Werte/Ausprägungen stetiger Zufallsvariablen können theoretisch unendlich genau gemessen werden und sind deshalb nicht abzählbar (Zahlen vs. Zahlenstrahl).
· Skalenniveau: Intervall und ratioskaliert.
 
 
1.40. [bookmark: _Toc136782078]Diskrete Zufallsvariablen
Definition: Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt an, wie sich die Wahrscheinlichkeiten auf die möglichen Werte einer Zufallsvariablen verteilen
 
Typen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
· Diskrete Verteilungen:
· Der Wertebereich einer diskreten Zufallsvariable X ist auf eine endliche Menge konzentriert. So kann die Wahrscheinlichkeit für jeden einzelnen Wert (x) angegeben werden (P(X = x)).
· Stetige Verteilungen:
· Hier besitzt die zugrunde liegende Zufallsvariable einen nicht abzählbaren Wertebereich. Deshalb ist es auch nicht möglich, die Wahrscheinlichkeit für einen einzelnen Wert anzugeben bzw. diese Wahrscheinlichkeit beträgt 0.
 
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion (WMF)
Definition: Die WMF ist eine Funktion, die jedem Wert einer diskreten Zufallsvariablen
X eine Wahrscheinlichkeit zuordnet
· Anders ausgedrückt: Die WMF gibt die Eintrittswahrscheinlichkeiten der einzelnen Werte einer Zufallsvariablen an.
 
Beispiel: Einmaliger Münzwurf
[image: fx(x) — 
[o, 11. ]
· «Masse» deshalb, weil sie das «Gewicht» (Wahrscheinlichkeit) eines Werts der Zufallsvariablen anzeigt. Im Gegensatz dazu zeigen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen Dichten (und keine Massen) an (vgl. dazu auch den Unterschied zwischen Histogramm und Säulendiagramm in Lektion 3).
 
Beispiel: Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von X = Summe zweier Würfel
[image: k 
P(X—k) 
1 / 36 
36 
3 / 
4 / 
6 / 30 
3 / 
30 ]
 
Wahrscheinlichkeitsverteilung: Eigenschaften
· Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine Aufzählung (oder Darstellung) aller möglichen Werte von X und der zugehörigen Wahrscheinlichkeiten dieser Werte (Histogramm der relativen Häufigkeiten).
· Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten einer solchen Wahrscheinlichkeitsverteilung muss 1 betragen.
· Wie hoch ist im vorherigen Beispiel die Wahrscheinlichkeit, eine Augenzahl von 3 oder weniger zu erwürfeln?
 
Grafische Darstellung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
[image: Chart, bar chart
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Die kumulative Verteilungsfunktion (KVF)
· Die kumulative Verteilungsfunktion weist jedem Wert von X eine kumulative Wahrscheinlichkeit zu und stellt mithin die kumulierten Wahrscheinlichkeiten dar.
 
FX (x) = P(X ≤ x)
-> Dabei bezeichnet P(X ≤ x) die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert kleiner oder gleich x annimmt.
 
· Die KVF vereinfacht die Angabe von Wahrscheinlichkeiten, die kleiner, gleich oder grösser als ein bestimmter Wert sind.
· Preisfrage: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei zweimaligem Würfeln eine Summe der Augenzahlen von 10 oder weniger zu erzielen?
 
Beispiel: Kumulative Verteilungsfunktion für X = Summe zweier Würfel
[image: 1 36 = 
2'Х<3 
3/36 = 
6/36 = 
10 36 = 
15/36 = 
21/36 = 583% 
26/36 = 
30/36 = 
9 дх < 10 
33/36 = 
х < 11 
11 < х < 12 
35/36 = 
х < 12 
36/36 
= 100% ]
 
· Diskrete Zufallsvariablen haben KVF’s, die als Stufenfunktion bezeichnet werden. Gestuft deshalb, weil sie für ein bestimmtes Intervall gleiche Wahrscheinlichkeiten haben, die aber ab einem bestimmten Punkt auf die nächste Wahrscheinlichkeitsstufe «springen».
 
Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen
· Generell gilt: Der Erwartungswert (E(X)) einer Zufallsvariablen ist der Durchschnittswert eines Experiments auf lange Sicht:
[image: igl ]
· Generell gilt: Die Formel entspricht strukturell der Formel für den arithmetischen Mittelwert aus Häufigkeitstabellen (μ; siehe Lektion 4 Folie 18):
[image: Efx ]
· Was ist E(X) im Beispiel eines zweimaligen Würfelwurfs? Was sagt ihre Intuition? Setzen die entsprechenden Werte (Tabelle 1) in die Formel ein.
[image: +9. ах = 9) +10, = 11) 
+12 = 12) 
2, 1/36 +3„2/36+4-3/36 
+9-4/36 + 10 3/36 + 11 , 2/36 + 12 1/36 
(2 _4_ 12 42 30 22 + 12) ' 
262/36 ]
 
· Achtung: Wenn die WMF symmetrisch ist (wie im Beispiel des zweimaligen Würfelwurfs), liegt E(X) in der Mitte zwischen den möglichen Ergebnissen (zweimaliger Würfelwurf: zwischen 2 und 12).
· Wenn die WMF hingegen asymmetrisch ist, liegt E(X) nicht in der Mitte aller möglichen Ergebnisse. Aber der Erwartungswert bildet den «Schwerpunkt» der entsprechenden Verteilung.
· Deshalb gewichten sie die möglichen Ergebnisse von X mit ihren Wahrscheinlichkeiten und errechnen nicht einfach den arithmetischen Mittelwert aller möglichen Ergebnisse.
 
Varianz und Standardabweichung
Varianz einer Zufallsvariablen:
[image: A picture containing text, clock, watch
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Oder auch:
[image: A picture containing clock

Description automatically generated]
Standardabweichung einer Zufallsvariablen:
[image: A close-up of some text

Description automatically generated with low confidence]
 
 
1.41. [bookmark: _Toc136782079]Stetige Zufallsvariablen und -Verteilungen
Stetige Verteilungen
· Stetige Zufallsvariablen haben eine nicht abzählbar unendliche Zahl möglicher Werte. Zum Beispiel: Zeit, die man für irgendeine Aufgabe benötigt.
· Problem: Es ist demnach - im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen - nicht mehr möglich, Wahrscheinlichkeiten für bestimmte Werte anzugeben. Denn die Wahrscheinlichkeit, dass eine stetige Zufallsvariable einen ganz bestimmten Wert x annimmt, ist 0.
· Folgende Überlegung hilft: Bei einer diskreten Zufallsvariablen ergibt die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Werte 1. Bei einer nicht abzählbar unendlichen Zahl von Werten kann eine solche Summe nicht gebildet werden. 
-> Lösung: Wir geben demnach die Wahrscheinlichkeit für ein Intervall (und nicht für einen einzelnen Wert) an.
 
Unterschied zwischen diskreten und stetigen Verteilungen
[image: A picture containing text, antenna
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (PDF)
· Eine stetige Zufallsvariable X hat keine WMF, sondern eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.
· Analog zum Histogramm (siehe Lektion 3) gibt eine Dichtefunktion an, wie dicht die Konzentration der Wahrscheinlichkeit X an einem Punkt ist.
· Demnach sind die Wahrscheinlichkeiten auch nicht mehr an der Balkenhöhe ablesbar (vgl. auch hier Histogramm aus Lektion 2), vielmehr repräsentiert die Fläche unterhalb der Kurve die Wahrscheinlichkeiten.
· Um Wahrscheinlichkeiten für Zufallsvariablen zu erhalten, müssen wir also die Fläche unter der Dichtefunktionskurve errechnen.
 
Die stetige Gleichverteilung
· Die stetige Gleichverteilung ist die einfachste stetige Zufallsvariable.
· Denn die stetige Gleichverteilung weist für alle möglichen Werte die gleiche Dichte auf, f (x) ist deshalb eine Konstante. Dies ist gleichbedeutend damit, dass alle Teilintervalle gleicher Länge dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen.
· Daraus folgt: Bei der stetigen Gleichverteilung hat f (x) die Form eines Rechtecks. Die Fläche (Wahrscheinlichkeiten) eines Rechtecks lässt sich einfach berechnen (im Gegensatz zur Fläche unter einer Kurve).
· Die stetige Gleichverteilung schafft die Grundlagen dazu, weitere kompliziertere Verteilungen zu verstehen. Denn für diese Verteilungen gelten die gleichen Überlegungen wie für die Gleichverteilung.
 
-> Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass im nachfolgenden Beispiel x zwischen 5 und 20 liegt?
[image: Diagram

Description automatically generated]
-> Die Fläche eines Rechtecks ist gleich Breite mal Höhe.
-> Wir kennen zwar die Höhe (d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. f (x)) nicht, aber sie lässt sich einfach berechnen, denn wir wissen: Die Gesamtfläche (die Summe aller Wahrscheinlichkeiten) muss 1 betragen (siehe Kolmogorovs Axiome).
 
· Analog zur Interpretation eines Histogramms (Häufigkeiten und Häufigkeitsdichten) gilt auch hier: Wahrscheinlichkeitsdichte und Wahrscheinlichkeit sind nicht dasselbe!
· Die Wahrscheinlichkeitsdichte zuvor betrug 0.05. Das bedeutet nicht, dass jeder einzelne Wert innerhalb dieses Intervalls (0 bis 20) eine Wahrscheinlichkeit von 0.05 hat. Denn X ist nicht abzählbar unendlich. Würde jeder dieser Werte ein P von 0.05 aufweisen, würde die Summe rasch deutlich höher sein als 1.
 
Kumulative Wahrscheinlichkeiten mithilfe der kumulativen Verteilungsfunktion (F(x)) berechnen
· Wenn «kleiner als»- oder «grösser als»-Wahrscheinlichkeiten anzugeben sind, bietet sich die kumulative Verteilungsfunktion F(x) an.
· An einer kumulativen Verteilungsfunktion lassen sich Wahrscheinlichkeiten direkt ablesen.
[image: Chart, line chart
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Weitere stetige Verteilungen
· Für die allermeisten kontinuierlichen Zufallsvariablen gilt jedoch f (x) ̸= Konstante.
· Vielmehr folgt die Wahrscheinlichkeitsverteilung oftmals einer Normalverteilung (siehe folgende Folie).
· Beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen eine Kurve, so benötigen wir für die Berechnung der Fläche (unter einer Kurve) die Integralrechnung.
 
Die Normalverteilung: Die Standardnormalverteilung
[image: 34.1% 34.1% 
Ⅰ 136% 
136% ]
· Wie errechnet man die Fläche unterhalb einer Kurve? 
-> Indem man die Wahrscheinlichkeitsdichte über ein bestimmtes Intervall (a, b) integriert, erhält man die Fläche unter der Funktion von a bis b.
[image: A picture containing watch
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Kumulative Verteilungsfunktion (KVF)
· Die Integration zur Flächenberechnung mit Integrationsgrenzen ist aufwendig.
· Wahrscheinlichkeiten für ein Intervall zu ermitteln, fällt mit der kumulativen Verteilungsfunktion einfacher.
· Warum? Die KVF einer stetigen (aber auch diskreten) Variablen gibt jeweils Wahrscheinlichkeiten (und nicht Dichten) an.
[image: Chart, line chart
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1.42. [bookmark: _Toc136782080]Gemeinsame Verteilung
· Wahrscheinlichkeit, mit der bestimmte Werte oder Bereiche von Werten von zwei oder mehr Zufallsvariablen zusammen auftreten.

f (x, y) = P(X = x ∩ Y = y)

· Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt uns also die Wahrscheinlichkeiten an, mit der Kombinationen von zwei Variablenwerten auftreten.
 
· Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten können mittels Kontingenztabellen dargestellt werden. Die Logik dieser Kontingenztabellen ist dieselbe wie in Lektion 3 - mit dem Unterschied, dass nun Wahrscheinlichkeiten dargestellt werden und keine Häufigkeiten.
· Die Kontingenztabelle enthält den gesamten Stichprobenraum S.
· In den Zellen sind in aller Regel die Wahrscheinlichkeiten des Durchschnitts angegeben (Schnittmengen von A und B, siehe Lektion der Vorwoche).
 
Formale Notation einer Kontingenztabelle mit Wahrscheinlichkeiten
Beispiel: Ein Basketballspieler hat jeweils zwei Freiwürfe (X und Y ) und das Ergebnis eines Freiwurfs ist jeweils «Treffer» (0) oder «Nicht-Treffer» (1). Damit gibt es vier verschiedene Kombinationen:
[image: Tabelle Wahrscheinlichkeiten für Treffer und Fehlwurf bei zwei 
Freiwürfen 
2 wu T 2. wu Fehlwu 
I.vvu Tre 
I. Wurf Fehlwurf XI 
xonyo 
x,nyo ]
 
[image: Tabelle Häufigkeiten für Treffer und Fehlwurf bei Freiwürfen 
2. Wurf Treffer 2. Wurf Fehlwurf YI 
1.WuT rxo 
I. Wurf Fehlwurf XI ]
 
[image: Tabelle 3: Zellenwahrscheinlichkeiten für Treffer und Fehlwurf bei zwei 
Freiwürfen 
2. Wurf Treffer % 2. Wurf Fehlwurf YI 
I. Wurf TrefferX0 
I. Wurf Fehlwurf XI ]
 
Marginale Wahrscheinlichkeiten
· Was sind marginale Wahrscheinlichkeiten oder Randverteilungen?
· Die Randverteilung gibt die Verteilung einer einzigen Merkmalsausprägung einer Zufallsvariable an.
· Im Falle von Wahrscheinlichkeitstabellen ist sie die marginale Wahrscheinlichkeit, d.h., die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis eintritt, unabhängig davon, welche anderen Ereignisse eintreten.
· Wir errechnen die marginalen Wahrscheinlichkeiten analog zu den Zeilen- bzw. Spaltensummen in einer Kontingenztabelle. Beispiel für P(X = 1):
P(X = 1) = P(X = 1 ∩ Y = 0) + P(X = 1 ∩ Y = 1)
[image: Tabelle Wahrscheinlichkeiten Von Durchschnitten und marginale 
Wahrscheinlichkelten für Treffer und Fehlwurf bei zwei Freiwürfen 
2. Wurf Treffer YO 2. Wurf Fehuurf YI 
I. Wurf Treffer xo 
1, Wurf Fehlwurf 
.29 
.06 
, 35 ]
 
 
Bedingte Wahrscheinlichkeiten
-> Eine bedingte Wahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis eintritt unter der Bedingung, dass ein anderes Ereignis bereits eingetreten ist.
 
Sie wird definiert durch:
P(A | B) = P(A ∩ B) / P(B)
 
[image: Table
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1.43. [bookmark: _Toc136782081]Statistische Unabhängigkeit
· Wenn zwei Ereignisse A und B unabhängig sind, gilt:
P(A | B) = P(A)
 
· Das heisst: Das Wissen, dass Ereignis B eingetreten ist, ändert nichts an der Wahrscheinlichkeit von A. Das heisst gleichzeitig auch:
P(A | B) = P(A | ¯ B)
 
· Preisfrage: Beeinflusst das Ergebnis des ersten Freiwurfs das Ergebnis des nachfolgenden Freiwurfs?
 


[bookmark: _Toc136782082]Kenngrössen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Erwartungswert und Wahrscheinlichkeitsmodelle
1.44. [bookmark: _Toc136782083]Kenngrössen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Der Mittelwert
-> Mittelwert einer Verteilung
· Diskrete Zufallsvariable:
-> Es sei eine Zufallsvariable X mit WMF f (x). Der Mittelwert ist definiert durch:
[image: A picture containing font, line, white, typography
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· Stetige Zufallsvariable:
-> Das Äquivalent zur Summation bei diskreten Zufallsvariablen ist bei stetigen Zufallsvariablen das Integral:
[image: A picture containing font, handwriting, typography, line

Description automatically generated]
 
Beispiel: Es sei X ∈ {0, 1, 2, 3, 4} mit WMF f (x) = .2.
-> Um den Mittelwert dieser Zufallsvariablen zu ermitteln, summieren wir alle Werte von X gewichtet mit ihren (Eintritts-)Wahrscheinlichkeiten.
-> Demnach: μ = .2 · 0 + .2 · 1 + .2 · 2 + .2 · 3 + .2 · 4 = 2
 
Die Varianz
· Diskrete Zufallsvariable:
-> Es sei eine Zufallsvariable X mit WMF f (x). Die Varianz ist definiert durch:
[image: A picture containing font, typography, handwriting, calligraphy

Description automatically generated]
· Stetige Zufallsvariable:
-> Die Summe wird ersetzt durch das Integral:
[image: (x} f (x)dx ]
 
Die Standardabweichung
-> Die folgende Formel gibt die Standardabweichung einer Zufallsvariablen an und misst die Streuung auf derselben Skala wie X:
[image: A picture containing font, graphics, design, typography

Description automatically generated]
Beispiel: Es sei nochmals dieselbe die WMF wie zuvor:
σ2 = .2·(0−2)2+.2·(1−2)2+.2·(2−2)2+.2·(3−2)2+.2·(4−2)2 = 2
 
Die Kovarianz gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten
· Diskrete Zufallsvariable:
-> Es seien zwei Zufallsvariablen X1 and X2 mit einer gemeinsamen WMF f (x1, x2). Die Kovarianz ist demnach:
[image: ΣΣ(Χ1 — — ]
Gleiches gilt für eine stetige Zufallsvariable (Integration):
[image: тх„х, = ]
 
 
1.45. [bookmark: _Toc136782084]Erwartungswert und Varianz von Zufallsvariablen
Erwartungswert
-> Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen
· Der Erwartungswert (E(X)) einer Zufallsvariablen ist der Durchschnittswert eines Experiments auf lange Sicht und identisch mit μ einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (bzw. einer Zufallsvariablen).
[image: A picture containing font, graphics, white, line

Description automatically generated]
· Die Formel zur Berechnung des Erwartungswertes (in unterschiedlicher Notation):
[image: A picture containing font, text, white, line

Description automatically generated]
Beispiel: Einmaliger Würfelwurf
E(X) = 1 x 1/6 + 2 x 1/6 + 3 x 1/6 + 4 x 1/6 + 5 x 1/6 + 6 x 1/6 = 21/6 = 3.5
 
Varianz und Standardabweichung
-> Varianz und Standardabweichung einer diskreten Zufallsvariablen
· Varianz:
[image: A picture containing font, text, typography, calligraphy

Description automatically generated]
· Wenn X eine Zufallsvariable mit WMF = x1 → p1, x2 → p2, . . . , xn → pn, dann:
[image: A picture containing font, white, text, handwriting

Description automatically generated]
· Standardabweichung:
[image: A square root of a square root of a square root of a square root of a square root of a square root of a square root of a square root of a square root of a square root

Description automatically generated with medium confidence]
 
 
1.46. [bookmark: _Toc136782085]Rechnen mit Erwartungswerten und Varianzen einer Zufallsvariablen
-> Handelt es sich bei k um eine Konstante, dann: E[k] = k
 
Lineartransformation
· Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E[X] und sei Y = a + b · X:
-> E[a + b x X] = a + b x E[X]
· Beispiel: Die Umwandlung von Grad Celsius in Grad Fahrenheit (und umgekehrt) ist eine Lineartransformation (◦F = 1.8 ·◦ C + 32).
· Beachte auch: Die z-Transformation (Standardisierung, Z = (X − μ) / σ) ist ebenfalls eine lineare Transformation
 
Summe zweier Zufallsvariablen
· Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E[X] und sei Y eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E[Y ] dann:
-> E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]
· Beispiel: Der Erwartungswert der Summe zweier Würfel. Der Erwartungswert ist die Summe der Erwartungswerte beider einzelnen Würfe (d.h. 3.5 + 3.5 = 7).
 
Produkt zweier unabhängiger Zufallsvariablen
· Sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E[X] und sei Y eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E[Y ]. Wenn X und Y stochastisch unabhängig sind, gilt:
-> E[X x Y ] = E[X] x E[Y ]
· Beispiel: Erwartungswert des Produkts zweier Würfelwürfe.
 
Produkt zweier abhängiger Zufallsvariablen
In den vorangegangenen Beispielen gingen wir bei der Produktrechnung jeweils davon aus, dass die beiden Zufallsvariablen X und Y unabhängig voneinander sind (demnach nicht miteinander kovariieren). Wenn dies nicht der Fall sein sollte (die Kovarianz (und demzufolge auch die Korrelation) von X und Y ungleich Null ist), gilt:
-> E[X · Y ] = Cov(X,Y ) + E[X] · E[Y ]
 
Bedingter Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen
[image: A picture containing text, font, typography, white

Description automatically generated]
· Satz vom iterierten Erwartungswert (law of total expectation):
-> E(X) = E(E(X | Y ))
· Der Erwartungswert eines Ereignisses X ist gleich dem Erwartungswert (Durchschnitt) aller bedingten Erwartungswerte von X.
 
Varianz und Kovarianz von Zufallsvariablen
· Varianz:
-> Var [X] = E[(X − E[X])2]
· oder auch (Verschiebungssatz):
-> Var [X] = E[X2] − (E[X])2
· Kovarianz:
-> Cov[X1,X2] = E[(X1 − E[X1])(X2 − E[X2])]
 
Beispiel: Wie hoch beträgt die Varianz, wenn X = einmaliger Würfelwurf?
· Wir wenden dabei die Formel Var [X] = E[X2] − (E[X])2 an. Wir haben zuvor errechnet, dass E[X] = 3.5. Wir müssen demnach E[X2] errechnen:
[image: Ε[Χ2Ι = - 
- 15.167 ]
· Wir setzen die Werte in die Formel ein:
-> Var[X] = E[X2] − (E[X])2 = 15.167 − (3.5)2 = 2.917
 
Rechnen mit Erwartungswerten
Beispiel: Es seien X1 und X2 zwei Zufallsvariablen.
E[X1] = −2 und E[X2] = 4.
· Wir bilden eine neue Zufallsvariable Y = 4 + (2 x X1) − X2.
· Was ist der Erwartungswert der neu gebildeten Zufallsvariablen Y (auch: Kompositvariable (linear composite))?
Antwort:
E[Y ] = 4 + (2 x E[X1]) − E[X2]
= 4 + (2 x −2) − 4
= −4
 
Varianzen
Var [k] = 0
-> Lineartransformationen: Var [a x X + b] = a2 x Var [X]
Summe zweier unabhängiger Zufallsvariablen:
-> Var [X + Y ] = Var [X] + Var [Y ]
Produkt zweier unabhängiger Zufallsvariablen:
-> Var [X x Y ] = Var [X] x Var [Y ]
 
Zufallsvariablen korrelieren
Varianzprodukt zweier abhängiger Zufallsvariablen:
-> Var [X · Y ] = Var [X] · Var [Y ] − 2 · Cov(X,Y )
Zuweilen wird in Aufgabenstellungen die Korrelation angegeben und gesucht wird die Kovarianz (oder umgekehrt). Beachten Sie in solch einem Fall, dass:
Cor (X,Y ) = Cov(X,Y ) / [sd(X) x sd(Y )]
 
 
1.47. [bookmark: _Toc136782086]Verteilungen
Grundsätzlich lassen sich dank der Kenntnisse über Verteilungen verschiedenste Fragestellungen beantworten.
· Hypothesentests: Anpassungs-, Homogenitäts- und Unabhängigkeitstests (Chi-Quadrat-Verteilung)
· Inferenzstatistik: Die Stichprobenverteilung einer Statistik folgt bekannten Verteilungen (Normalverteilung) und daraus lassen sich anschliessend Aussagen über die Verallgemeinerungsfähigkeit von Stichprobenresultaten machen (z.B. Berechnung des 95%-Konfidenzintervall).
 
Hypothesentests und Inferenzstatistik:
· Dazu legt man für die vorliegende, interessierende Zufallsvariable eine Testverteilung fest.
· Die Testverteilung ist diejenige Verteilung, die der eigenen Zufallsvariablen (mutmasslich) zugrunde liegt.
· Doch woher weiss ich, welche Testverteilung im konkreten Fall zugrunde liegt?
· Das hängt von der Fragestellung (Struktur des «Zufallsexperiments», fixe Zahl von Versuchen), der Art des Zufallsvariablen (diskret oder stetig) und der Empirie ab (Normalverteilung).
 
Überblick einiger nützlicher Verteilungen
· Diskrete Zufallsvariablen:
· Bernoulli-Verteilung
· Binomial-Verteilung
· Poisson-Verteilung
· Kontinuierliche Zufallsvariablen:
· Normalverteilung
· Chi-Quadrat-Verteilung
· t-Verteilung
· F-Verteilung
 
 
Die Normalverteilung
PDF:
[image: A picture containing font, line, diagram, text

Description automatically generated]
· Für die Parameter gilt: μ ist der Erwartungswert und σ ist die Standardabweichung. Daraus folgt: Jede Normalverteilung ist durch die zwei Parameter μ und σ eindeutig gekennzeichnet.
· Auch geschrieben als:
[image: A picture containing font, typography, handwriting, calligraphy

Description automatically generated]
(N -> "Folgt einer Normalverteilung)
 
Beispiele: (Mittelwert und Standardabweichung)
[image: 0 ]
Eigenschaften: Die Normalverteilung ... :
· ist eine stetige Verteilung;
· ist symmetrisch;
· hat eine eingipflige, glockenartige Form;
· weist identische Werte für den Modus, den Median und den arithmetischen Mittelwert aus;
· hat Wendepunkte, an denen der Graph seine Krümmung ändert. Die Distanz vom Mittelwert zum Wendepunkt ist gleich der Standardabweichung.
 
Anwendung:
· Viele (biologische) Merkmale folgen der Verteilungsform einer Normalverteilung (Körpergrösse, Intelligenz, etc.).
· (Zufällige) Messfehler.
· Stichprobenverteilung: Die Verteilung einer Stichprobenstatistik über alle möglichen Stichproben ist normalverteilt.
· Generell: Die Summe einer Mehrzahl von Zufallsvariablen ist normalverteilt (Zentraler Grenzwertsatz).
[image: A picture containing sketch, drawing, diagram, line

Description automatically generated]
 
 
Die Standardnormalverteilung
· Man könnte für alle Normalverteilungen Wahrscheinlichkeiten mittels Integral ermitteln. Die Berechnung ist jedoch sehr komplex und mühsam.
· Es gibt einen Ausweg: Für die Standardnormalverteilung gibt es Tabellen, in denen die kumulierte Fläche unter der Verteilung angegeben ist. Man liest dort die Fläche für einen beliebigen z-Wert ab.
· Jede Normalverteilung kann mit der z-Transformation in eine Standardnormalverteilung überführt werden.
[image: A picture containing text, line, diagram, font

Description automatically generated]
 
· Nimmt man eine z-Transformation der Werte einer Normalverteilung vor, erhält man eine Standardnormalverteilung. Dadurch wird geometrisch gesprochen eine flächentreue Transformation der Glockenkurve von N(μ; σ2) zur Glockenkurve von N(0, 1) vorgenommen.
· Eine Standardnormalverteilung hat den Mittelwert 0 und die Standardabweichung/ Varianz 1. Somit erhalten wir folgende PDF für eine Standardnormalverteilung:
[image: A picture containing font, line, diagram, white

Description automatically generated]
· Eine Rücktransformation ist stets möglich.
 
Eigenschaften:
[image: 0.1% 
34.1 
—Ισ 
34.1 
2.1% 
13.6%1 
Ισ 
0.1% ]
 
Beispiel: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert (einer beliebigen Verteilung, z.B. Grössenverteilung) grösser oder gleich 64 Inches ist (siehe Beispiel unten)? 
· Zuerst transformieren wir diesen Wert (64) in einen z-Score (-1.56). Dazu benötigen wir natürlich die beiden Parameter μ und σ2 der (angenommenen) zugrunde liegenden Verteilung. Sie lauten 71 und 20.25.
[image: A picture containing sketch, diagram, origami, font

Description automatically generated]
 
· Nochmals die PDF für eine Standardnormalverteilung:
[image: A picture containing font, line, diagram, white

Description automatically generated]
· Um die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, könnten wir die PDF integrieren, womit wir die KVF erhielten:
[image: —156 1 dx ]
· Wir nehmen den standardisierten (z-transformierten) Wert und schauen in der z-Tabelle nach.
· Wieso? Die z- oder auch standard normal-Tabelle enthält die Werte der kumulativen Verteilungsfunktion einer Standardnormalverteilung!
· Die allermeisten statistischen Lehrbücher führen eine solche Tabelle im Anhang auf.
· Beispiel: Man nehme das Komplementär (im Beispiel von vorhin: = 1 − .0594 = .9406).
 
Beispiel: Ausschnitt aus einer z-Tabelle
[image: A picture containing text, black and white, screenshot, line

Description automatically generated]
-> 5.94 % der amerikanischen Männer sind kleiner oder gleich gross.
 
-> Je nach Fragestellung ist man an unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten interessiert: 
Zum Beispiel an Wahrscheinlichkeiten «geringer als».
[image: A picture containing text, origami, sketch, diagram

Description automatically generated]
Zum Beispiel an Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert «zwischen a und b» zu liegen kommt.
[image: F < Z < ]
 
 
1.48. [bookmark: _Toc136782087]Die Chi-Quadrat-Verteilung
· PDF:
[image: A picture containing font, text, handwriting, line

Description automatically generated]
· Die Chi-Quadrat-Verteilung hat nur einen Parameter, die Freiheitsgrade (df).
· Auch geschrieben als:
[image: A picture containing font, calligraphy, handwriting, typography

Description automatically generated]
 
Beispiele:
[image: A picture containing text, diagram, line, plot

Description automatically generated]
 
Eigenschaften:
· Der Mittelwert einer Chi-Quadrat-Verteilung entspricht der Anzahl Freiheitsgrade und die Varianz entspricht 2df .
· Die gesamte Fläche, die von der χ2-Kurve eingeschlossen wird, ist 1.
· Die χ2-Kurve ist auf der x-Achse definiert ab 0 und erstreckt sich bis in die positive Unendlichkeit. -> Nie negativ
· Sie ist rechtsschief bzw. linkssteil.
· Wichtig: Je höher die Freiheitsgrade sind, desto ähnlicher wird die χ2-Kurve der Normalverteilung (Approximation).
· Es gibt theoretisch unendliche viele χ2-Kurven, deren Aussehen durch die Freiheitsgrade definiert wird.
· Wichtig: Die χ2-Kurve ist asymmetrisch; je größer die Freiheitsgrade werden, desto symmetrischer wird sie.
 
Anwendungen:
· Die Chi-Quadrat-Verteilung ist die Verteilung des Quadrats einer standardisierten Zufallsvariablen mit variierender Anzahl Summanden.
· Die Chi-Quadrat-Verteilung ist die Verteilung, nach der die Varianzen von Stichproben verteilt sind.
· Die Chi-Quadrat-Verteilung wird für einige Hypothesentests und vor allem für den Vergleich von Indifferenz- und Kontingenztabelle und die darauf aufbauenden Chi-Quadrat-basierten Assoziationswerte verwendet.
· Für die Modellierung erhobener Daten spielt sie kaum eine Rolle. Aus diesem Grund sind viele Details dieser Verteilung (Erwartungswert, Dichte, und Varianz) eher unwichtig - nur die Verteilungsfunktion ist interessant, da mit ihr das 95%-Quantil (die wichtige kritische Schranke für Hypothesentests) bestimmt werden kann.
 
Chi-Quadrat
-> Die Chi-Quadrat-Verteilung ist die Verteilung des Quadrats einer standardisierten Zufallsvariablen mit variierender Anzahl Summanden:
· Gelb = X2
· Grün = X2 + X2
· Hellblau = X2 + X2 + X2
[image: Abbildung 4: Standardnormalverteilung 
Abbildung 5: Chi-Quadrat-Verteilung ]
 
 
1.49. [bookmark: _Toc136782088]Die Binomialverteilung
Bedingungen für die Anwendung des binomischen Wahrscheinlichkeitsmodells
-> Das Bernoulli-Experiment zeichnet sich folgendermassen aus:
· Es gibt nur zwei Ergebnisse: «Erfolg» (Ereignis tritt ein) und «Misserfolg» (Ereignis tritt nicht ein). Zum Beispiel: Lottogewinn, Münzwurf (Zahl oder Nicht-Zahl). Daraus abgeleitet aber auch: Prozentsatz der «Merkmalserfolge» (Träger eines Merkmals oder nicht) in der Population.
· Es gibt eine fixe Zahl von Versuchen, die einem Zufallsprozess unterliegen.
· Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist für jeden Versuch dieselbe. Dabei ist p die Erfolgswahrscheinlichkeit und 1 − p infolgedessen das Komplement dazu.
· Die Versuche sind unabhängig voneinander.
· Beispiel: Einmaliger Münzwurf. Aber auch: Wir werfen eine Münze zehn Mal und zählen, wie oft wir Kopf (oder auch Zahl) erhalten (n-stufiges Bernoulli-Experiment).
 
Praktische Bedeutung für Sozialwissenschaftler
-> Die Befragung als Bernouilli-Experiment:
· Sofern es sich um eine Befragung nach dem Zufallsprinzip handelt, ist die Binomialverteilung diejenige Verteilung, nach der Kennwerte kategorialer Merkmale (z.B. Sympathisant der Partei x) verteilt sind: z.B. relative Häufigkeiten/Anteile.
· Allerdings: Strenggenommen gilt die Binomialverteilung nur dann, wenn die Voraussetzung «Ziehen mit Zurücklegen» erfüllt ist. Das ist bei Bevölkerungsumfragen grundsätzlich nicht der Fall. In solch einem Fall (Entnahme ohne Wiederholung) ändert sich p.
· Relax: Wenn die Stichprobe erheblich kleiner als eine extrem grosse Grundgesamtheit ist, fällt dies jedoch kaum ins Gewicht.
 
Erwartungswert und Varianz einer Bernoulliverteilung
-> Wichtige Vorbemerkung: Eine Bernoulli-Verteilung ist ein Spezialfall der Binomialverteilung mit n = 1 (Anzahl Versuche = 1).
· Der Erwartungswert einer Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Werten in der Menge {0, 1} ist:
E(X) = p
· Die Varianz einer Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen ist (wobei q für das Komplement von p, demnach 1 − p, steht):
Var (X) = p · q
· Eine andere Form der Notation ist:
Var (X) = π · (1 − π)
 
Erwartungswert und Varianz einer Binomialverteilung
-> Vorbemerkung: Die Bernoulli-Verteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung für einen Bernoulli-Einzelversuch. Eine Binomial-Verteilung ist hingegen die Wahrscheinlichkeitsverteilung für eine Bernoulli-Kette (wiederholter Versuch).
· Der Erwartungswert einer binomischen Zufallsvariablen ist:
E(X) = n · p
· Die Varianz einer binomischen Zufallsvariablen ist (wobei q für das Komplement von p, demnach 1 − p steht):
Var (X) = n · p · q
 
Übergänge in die Normalverteilung
· Sowohl für Binomial- als auch für die Chi-Quadratverteilung gilt: Sie gleichen sich mit zunehmender Fallzahl einer Normalverteilung an. Wichtig ist dies vor allem für die Binomialverteilung.
· Faustregel bei Binomialverteilung: Wenn σ grösser als 3 oder p · n grösser als 4, dann lässt sich die Binomialverteilung durch die Normalverteilung ersetzen.
· Was nützt uns diese Erkenntnis? Wahrscheinlichkeitsprobleme aller Art sind anhand der Normalverteilung (und der Standardnormalverteilung im Besonderen) viel einfacher zu lösen.
 
-> Welche Binomialverteilungen gleicht am ehesten einer Normalverteilung?
[image: A picture containing diagram, technical drawing, plan, line

Description automatically generated]
 
[image: A picture containing diagram, text, sketch, drawing

Description automatically generated]
 
· Weil die der Binomialverteilung zugrunde liegende Zufallsvariable diskret ist, die der Normalverteilung jedoch stetig, wird eine Kontinuitäts- oder Stetigkeitskorrektur verwendet.
· Bei der Annäherung der Binomialverteilung an die Normalverteilung werden die Ecken der Balken der Binomialverteilung durch eine stetige Kurve geglättet.
 
 
1.50. [bookmark: _Toc136782089]Übung 1
Fragestellung:
· Wir wissen, dass die Körpergrösse von 13-jährigen Knaben im Schnitt 151cm beträgt und eine Standardabweichung von 15 cm aufweist. Mit anderen Worten: Die Variable Körpergrösse von 13-jährigen (X) folgt einer Normalverteilung mit arith. Mittelwert 151cm und einer Standardabweichung von 15 cm (X ∼ N (151, 15)).
· Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein 13-jähriger Knabe gleich gross oder grösser als 185 cm ist (zukünftiger Basketballspieler!). Mit anderen Worten, formal ausgedrückt, wir suchen P(X ≥ 185)
 
Lösung:
-> P(X ≥ 185) = P[Z ≥ (185 − 151) / 15]
= P(Z ≥ 2.267)
= 0.0117
 
· Die mit dem ermittelten Z-Wert verbundene Wahrscheinlichkeit können wir einer Z-Tabelle entnehmen (z.B. hier ). Achten Sie immer darauf, wonach gefragt wird. In dieser Aufgabe wollen wir wissen, wie gross P(X ≥ 185). Der Z-Tabelle (positive score z-table) können Sie entnehmen, dass .988 der Fläche einer Standardnormalverteilung sich unterhalb von −∞ bis 2.267 Standardabweichungen befinden. Das heisst im Umkehrschluss: 1-.988=0.012!
· Die Wahrscheinlichkeit, dass ein 13-jähriger Knabe 185 cm oder grösser ist, beträgt (gerundet) lediglich 1.2 Prozent.
 
In R:
[image: > pnorm(185, 151, 
ø.9882947 
> pnorm(185, 151, 
ø.ø117Ø53 
15) 
15, lower.tail 
FALSE) ]
-> Normalverteilung vorausgesetzt, deshalb pNORM
-> Zuerst gesuchter Wert, dann Mittelwert, dann Standardabweichung
-> (lower.tail = FALSE) = komplementär gesucht



[bookmark: _Toc136782090]Einführung in die Stichprobenverteilung
1.51. [bookmark: _Toc136782091]Verteilungen
· (Empirische) Häufigkeitsverteilung:
· Verteilung einer beobachteten Variablen x.
· Die beobachteten Werte sind Realisierungen einer Zufallsvariablen.
· Charakterisiert die Verteilung einer Stichprobe.
· (Theoretische) Wahrscheinlichkeitsverteilung:
· Ist eine Verteilung einer Zufallsvariablen X.
· Charakterisiert die Verteilung einer Population.
· Stichprobenverteilung:
· Verteilung von Schätzwerten aus Stichprobenbefunden.
 
Ausgangslage:
· Die (in der Folge vorzustellenden) inferenzstatistischen Verfahren sind nur für Zufallsstichproben bzw. wahrscheinlichkeitsbasierte Stichproben gültig.
Definition: Zufallsauswahl
-> In einer Zufallsauswahl haben alle Elemente der Grundgesamtheit entweder die gleiche Chance oder aber eine vorab berechenbare Chance, Element der Stichprobe zu werden. Diese Chance muss zudem höher als Null betragen.
 
Gegenstand der Inferenzstatistik
· In der Regel wollen wir Aussagen über eine Grundgesamtheit machen, es stehen jedoch nur Stichprobenwerte zur Verfügung. 
· Stichprobenwerte variieren (im Gegensatz zu Populationswerten!).
· Handelt es sich um eine Zufallsauswahl, variieren die entsprechenden Stichprobenwerte zufällig.
· Ziel: Wir wollen das Mass der Variabilität kennen, mit dem man rechnen muss, wenn man mit Stichprobenwerten arbeitet.
· Um diese Variabilität zu errechnen, benötigen wir das Konzept der Stichprobenverteilung.
 
Beispiel: Vorbefragungsresultate zur Abstimmung über die STAF-Vorlage
[image: A picture containing text, screenshot, rectangle, font

Description automatically generated]
 

1.52. [bookmark: _Toc136782092]Exkurs: Wie schätzen wir Populationsparameter, wenn uns keine Populationswerte vorliegen?
· Wir schätzen die Populationsparameter anhand der vorliegenden, empirischen Stichprobenstatistiken.
· Beispiel: Mittelwert - Punktschätzer und Populationsparameter
[image: A picture containing text, font, white

Description automatically generated]
· Der Stichprobenmittelwert ist der bestmögliche (Punkt-)Schätzer des Populationsmittelwertes:
[image: A picture containing handwriting, font, white, calligraphy

Description automatically generated]
 
Notation:
[image: Masszahlen 
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1.53. [bookmark: _Toc136782093]Was ist eine Stichprobenverteilung?
· Die Stichprobenverteilung erhält man, indem man alle möglichen Stichproben (derselben Grösse) aus der Zielpopulation zieht, die gewünschte Stichprobenstatistik für jede einzelne Stichprobe berechnet und daraus eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erstellt.
· Die daraus resultierende Aufstellung oder Verteilung wird als die Stichprobenverteilung (sampling distribution) der gewünschten Statistik bezeichnet.
· Generell gilt: Mit zunehmendem Stichprobenumfang nähert sich die Stichprobenverteilung der Normalverteilung an.
· Stichprobenkennwerte können demnach selbst als Zufallsvariablen betrachtet werden.
 
· Beispiel: Angenommen wir haben eine Gesamtpopulation von 4 Individuen, die auf einem beliebigen Merkmal X die folgenden Werte aufweisen: 2,4,6,8 (z.B. Anzahl Kinder), wobei μ = 5.
· Wir ziehen nun aus dieser Gesamtpopulation alle möglichen Stichproben der Grösse 2 (mit Zurücklegen) und rechnen  aus:
[image: Stich probe Xt 
x ]
 
[image: A picture containing diagram, line, electric blue, square

Description automatically generated]
 
-> Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, einen Stichprobenmittelwert von 8 zu erhalten (wobei Stichprobenumfang = 2), wenn wir wissen, dass der wahre Mittelwert in der Grundgesamtheit 5 und die Varianz 5 beträgt?
[image: A picture containing line, diagram, square, rectangle

Description automatically generated]
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· Drei Statistiken sind in der Regel von Interesse. Alle drei haben ihre eigene Stichprobenverteilung mit eigenem Erwartungswert und eigenem Standardfehler.
· Die drei Statistiken sind:
· Stichprobensumme (wird nicht weiter behandelt)
· Stichprobenmittelwert
· Stichprobenanteil
 
· Eine Stichprobenverteilung hat wie andere (theoretische) Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch einen Erwartungswert, eine Varianz und eine Standardabweichung.
· Der Standardfehler (standard error ) ist nicht anderes als die Standardabweichung (standard deviation) der Stichprobenverteilung.
 
Der Zentrale Grenzwertsatz
· Alle möglichen Stichprobenkombinationen zu ziehen, um eine Stichprobenverteilung zu erhalten, ist in der Praxis (zumeist) unmöglich.
· Das ist auch nicht nötig, denn mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitstheorems des Grenzwertsatzes lässt sich die Variabilität von Stichprobenergebnissen messen, indem nur eine Stichprobe gezogen wird.
· Das Hauptergebnis des Zentralen Grenzwertsatzes von de Moivre lautet:
· Jede Stichprobenstatistik - unabhängig von der Verteilung der zugrunde liegenden Zufallsvariablen - nähert sich der Normalverteilung an, wenn der Stichprobenumfang hinreichend gross ist.
· Dieses Ergebnis des ZGS erleichtert die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ungemein, weil man die gleichen Schritte zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten wie für eine gewöhnliche Normalverteilung (bzw. Standardnormalverteilung) durchführen kann.
 
 
1.54. [bookmark: _Toc136782094]Stichprobenverteilung des Mittelwertes
· Nochmals: Wir ziehen in einem Gedankenexperiment alle n möglichen Stichproben aus der interessierenden Grundgesamtheit und errechnen für jede dieser n Stichproben den Mittelwert. Dadurch erhalten wir eine neue Zufallsvariable .
·  enthält die Mittelwerte aller Stichproben.
· Was ist der Erwartungswert von  (E())?
 
Formel: Erwartungswert einer Stichprobenverteilung
E() = μ
· Anders formuliert: Wir haben den Mittelwert der Mittelwerte aller möglichen Stichproben errechnet. Dieser Mittelwert wiederum ist identisch mit dem Populationsmittelwert.
 
· Was ist die Varianz von ?
· Achtung: Wir sind nicht an der Varianz von X (z.B. Gewicht von Schweizer und Schweizerinnen) interessiert, sondern an der Varianz von  (also der Stichprobenverteilung des Durchschnittsgewichts).
· Deshalb ist Var () nicht identisch mit Var (X)!
 
Formel: Erwartungswert einer Stichprobenverteilung
[image: A picture containing font, text, graphics, white

Description automatically generated]
 
· Anschliessend lässt sich auch die Standardabweichung von  errechnen. Sie hat wegen ihrer Bedeutung einen eigenen Namen erhalten: Der Standardfehler.
 
Formel: Standardfehler
[image: A picture containing font, number, line, screenshot

Description automatically generated]
 
· Der Standardfehler gibt die Variabilität an, mit der man rechnen muss, wenn man von Stichprobenwerten auf die Grundgesamtheit schliesst (vgl. nächstes Kapitel).
 
· Wie ist  verteilt?
· Wenn X ∼ N(μ, σ2), dann gilt:  ∼ N(μ, σ^2 / n).
· Doch selbst dann, wenn X nicht normalverteilt ist, gilt dank des ZGS  ∼ N(μ, σ^2 / n) - zumindest bei hinreichend grosser Stichprobe (n > 30).
 
 
1.55. [bookmark: _Toc136782095]Die Stichprobenverteilung von Anteilen (p)
· Oftmals interessiert uns, wie hoch der Anteil von bestimmten Merkmalsträgern in der Population beträgt. Zum Beispiel: Wie hoch ist der Anteil CVP-Sympathisanten unter den Schweizer Stimmberechtigten?
· Angenommen, die Variable X steht für die Anzahl eines beliebigen Merkmalträgers (z.B. CVP-Sympathisanten), so erhalten wir den Anteil Ps , indem wir X durch n (der Stichprobe) dividieren.
· Die Zugehörigkeit zu dieser Kategorie wird als «Erfolg» im Sinne der Binomialverteilung interpretiert. Wir wissen bereits, dass Anteile einer Zufallsbefragung (p) einer Binomialverteilung folgen, ergo: X ∼ B(n, p).
· Wir wissen ausserdem: Für hinreichend grosse Fallzahlen gilt X ∼ N(np, npq)
 
· Was ist der Erwartungswert von E(Ps )? Analog zum Erwartungswert von  gilt: E(Ps ) = p
· Die Varianz von Ps ist pq / n (wobei q der Differenzwert von p ist). Der Standardfehler des Anteils ist demnach gleich:
 
Formel: Standardfehler des Anteils
[image: A picture containing font, line, number, diagram

Description automatically generated]
 
-> Wiederholung: Stichprobenanteile einer Zufallsbefragung folgen bekanntlich der binomischen Verteilung. Aber wir wissen bereits: Bei einer hinreichend grossen Stichprobe nähert sich die Verteilung von p (wie auch diejenige von Ps ) einer Normalverteilung an.
 
· Die Anzahl «Erfolge» stellt eine diskrete Zufallsvariable dar. Wie oben gesehen, nähert sich die Binomialverteilung bei grosser Fallzahl einer Normalverteilung an, deren Wahrscheinlichkeiten viel einfacher zu ermitteln sind.
· Dazu müssen wir aber eine Stetigkeitskorrektur anwenden:
[image: 21/2 ]
· Wenn n sehr gross ist, wird die Stetigkeitskorrektur sehr gering und kann vernachlässigt werden.
 
 
1.56. [bookmark: _Toc136782096]Übung 2
Wir wollen eine Vorwahlbefragung zur STAF-Vorlage durchführen (vgl. Beispiel auf Folie 7). Eine(s) der Variablen (Merkmale), welche wir dabei erheben, ist das Alter der Befragten. Wir kennen das Durchschnittsalter der Schweizer Stimmberechtigten (55 Jahre) ebenso wie deren Standardabweichung (18 Jahre). In welchem Intervall wird unser Stichprobenmittelwert für das Alter mit 68-prozentiger Wahrscheinlichkeit zu liegen kommen, wenn wir eine Stichprobe von 1’000 Befragten ziehen?
 
-> Kleine Hilfe: Mit 68-prozentiger Wahrscheinlichkeit heisst nichts anderes als: Wie lautet der Standardfehler der Stichprobenverteilung des Mittelwertes, den sie anschliessend von μ subtrahieren bzw. hinzuaddieren?
 
1. Zwischen rund 54.75 und 55.25 Jahren.
1. Zwischen rund 54.43 und 55.57 Jahren.
1. Zwischen rund 54 und 56 Jahren.
1. Zwischen rund 53 und 57 Jahren.
1. Zwischen rund 50 und 60 Jahren.
 
[image: A picture containing font, screenshot, text, diagram

Description automatically generated]
 
-> Der Standardfehler beträgt demnach .57 Jahre (gerundet).
-> μ = 55 Jahre, demnach 55 + .57 sowie 55 − .57 bilden die Grenzwerte des Intervalls.
-> Die richtige Antwort lautet demnach: 2. Zwischen rund 54.43 und 55.57 Jahren.
 


[bookmark: _Toc136782097]Stichprobenverteilung
1.57. [bookmark: _Toc136782098]Stichprobenverteilung
Wiederholung: Stichprobenverteilung des Mittelwerts
· Was ist die Varianz von ?
· Achtung: Wir sind nicht an der Varianz von X (z.B. Gewicht von Schweizer und Schweizerinnen) interessiert, sondern an der Varianz von  (also der Stichprobenverteilung des Durchschnittsgewichts).
· Deshalb ist Var () nicht identisch mit Var (X)!
[image: A picture containing font, text, white, typography

Description automatically generated]
· Var () ist (siehe obige Formel) deutlich geringer als Var (X)
-> Wer an der Herleitung interessiert ist, siehe: http://www.mathe-online.at/materialien/georg.pernerstorfer/files/Kap1/streuung_stpr-mw.pdf
 
· Anschliessend lässt sich auch die Standardabweichung von  errechnen. Sie hat wegen ihrer Bedeutung einen eigenen Namen erhalten: Der Standardfehler. Der Standardfehler von  ist gleich der Standardabweichung von X geteilt durch die Quadratwurzel von n.
[image: A picture containing font, number, design, typography

Description automatically generated]
· Weil die Standardabweichung gleich der Wurzel der Varianz ist, lässt sich auch sagen: Der Standardfehler von  ist die Wurzel aus der Varianz von X dividiert durch n.
[image: A picture containing font, line, screenshot, number

Description automatically generated]
· Der Standardfehler gibt die Variabilität an, mit der man rechnen muss, wenn man von Stichprobenwerten auf die Grundgesamtheit schliesst.
 
· Wie ist  verteilt?
· Wenn X ∼ N(μ, σ2), dann gilt:  ∼ N(μ, σ^2 / n ).
· Was, wenn X nicht normalverteilt ist? Zum Beispiel: X ∼ B(n, p)
· Dank des ZGS gilt auch hier (für n > 30):  ∼ N(μ, σ^2 / n ).
· Um die Verteilung von  im obigen binomischen Beispiel zu finden, substituieren wir die entsprechenden Werte:  ∼ N(np, pq)
 
Regel: Die Stichprobenverteilung einer normalverteilten Zufallsvariablen ist - unabhängig von der Grösse von n - ebenfalls normalverteilt. Die Stichprobenverteilung einer Statistik, deren zugrunde liegende Zufallsvariable nicht normalverteilt ist, nähert sich bei hinreichender Fallzahl (n > 30) einer Normalverteilung an.
 
Kleine Übung: Gegeben sei eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Erwartungswert
10 und einer Varianz von 100 (X ∼ N(10, 100)).
· Aufgabe: Wir ziehen eine Stichprobe von 25 Beobachtungen aus der Grundgesamtheit. Wie lautet die Stichprobenverteilung des Stichprobenmittelwerts ?
· Wir wissen: Wenn X normalverteilt ist, dann: ¯ X ∼ N(μ, σx^2 / n).
· Antwort:  ∼ N(10, 100 / 25).
 
 
1.58. [bookmark: _Toc136782099]Standardfehler
Bedeutung
[image: S ' 0 : 0 00M ; 0 OV9t ; 1 ]
 
Was gibt der Standardfehler an?
· Der Standardfehler gibt den «Unschärfebereich» (bzw. das Unschärfeintervall) einer Parameterschätzung an.
· Präziser: Der Standardfehler beschreibt die Streuung, die die Stichprobenergebnisse aufweisen, wenn man die Stichprobenziehung sehr häufig durchführen würde (und zwar stets nach den gleichen Regeln, also z.B. mit dem gleichen Stichprobenumfang).
· Daraus folgt: Je geringer der Standardfehler, desto «sicherer» können wir sein, dass die gewünschte Stichprobenstatistik dem Populationsparameter entspricht.
 
Wie quantifizieren wir «Sicherheit»?
· Die Stichprobenverteilung folgt, wie gesehen, bei hinreichend grossem Stichprobenumfang einer Normalverteilung. Von dieser wissen wir bereits folgendes:
· Etwa 68 % der Wahrscheinlichkeitsmasse liegen in einem Bereich von ±1 Standardabweichung um den Mittelwert. Daraus abgeleitet lässt sich demnach für die Stichprobenverteilung sagen: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 68 % liegt ein Stichprobenergebnis im Bereich von ±1 Standardfehler um den wahren Wert.
· Gilt analog auch für 95 %- oder 99 %-Wahrscheinlichkeiten (oder für jede beliebige, weitere Wahrscheinlichkeit).
· Fazit (und Wiederholung): Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses entspricht der relativen Häufigkeit unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung.
 
Zusammenhang zwischen Standardfehler und Schätzsicherheit
· Die rote Stichprobenverteilung hat einen Standardfehler von 2. 95% der Stichprobenwerte variieren zwischen 6.080 und 13.920.
· Die blaue Stichprobenverteilung hat einen Standardfehler von 0.5. 95% der Stichprobenwerte variieren zwischen 9.608 and 10.392.
[image: A picture containing line, diagram, plot, screenshot

Description automatically generated]
 
Wie reduziere ich den Standardfehler?
· Das «Ziel» besteht darin, den Standardfehler so gering wie möglich zu halten.
· Der Standardfehler ist einerseits von der Streuung der Werte (Varianz) in der Grundgesamtheit abhängig, worauf wir keinen Einfluss haben (vgl. dazu nochmals die Formel:
[image: A picture containing font, line, white, graphics

Description automatically generated]
· Intuitive Erklärung: Wenn Werte in der Grundgesamtheit sehr breit um den Mittelwert streuen, ist es viel eher möglich, dass ein Stichprobenergebnis weit weg vom wahren Wert liegt als wenn die Werte alle sehr nahe am Mittelwert liegen.
· Der Standardfehler ist andererseits vom Stichprobenumfang (n) abhängig, worauf wir (unter Umständen) Einfluss haben (vgl. dazu nochmals die Formel:
[image: A picture containing font, line, white, graphics

Description automatically generated]
· Intuitive Erklärung: Bei einer kleinen Stichprobe ist es offensichtlich leichter möglich, dass ein einzelnes Stichprobenergebnis weit weg vom wahren Wert liegt als bei einer grossen Stichprobe.
 
Die Wurzel aus n-Regel
[image: Standard Error ]
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1.59. [bookmark: _Toc136782100]Der Zentrale Grenzwertsatz
· Alle möglichen Stichprobenkombinationen zu ziehen, um eine Stichprobenverteilung zu erhalten, ist in der Praxis unmöglich.
· Das ist auch nicht nötig, denn mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitstheorems des Grenzwertsatzes lässt sich die Variabilität von Stichprobenergebnissen messen, indem nur eine Stichprobe gezogen wird.
 
· Jede Stichprobenstatistik - unabhängig von der Verteilung der zugrunde liegenden Zufallsvariablen - nähert sich der Normalverteilung an, wenn der Stichprobenumfang hinreichend gross ist.
[image: A picture containing font, white, calligraphy, handwriting

Description automatically generated]
 
Beispiel: Die Summe von Würfelwürfen
[image: A screenshot of a graph

Description automatically generated with low confidence]
 
-> Dieses Ergebnis des ZGS erleichtert die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ungemein, weil man die gleichen Schritte zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten wie für eine gewöhnliche Normalverteilung (bzw. Standardnormalverteilung) durchführen kann.
 
 
1.60. [bookmark: _Toc136782101]Das Konfidenzniveau und das Konfidenzintervall
Ausgangslage: Weil wir nicht sicher sein können, ob unsere gewünschte Stichprobenstatistik mit dem zu schätzenden Populationsparameter übereinstimmt, möchten wir nicht bloss eine Punktschätzung angeben, sondern ein Intervall.
 
Problem: Wir haben einen Stichprobenwert und wollen auf die Grundgesamtheit schliessen und nicht umgekehrt
· Uns interessiert oftmals nicht, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir welches Stichprobenergebnis erwarten dürfen, sondern umgekehrt: Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein bestimmter Populationsparameter θ zu erwarten, wenn ein bestimmtes Stichprobenergebnis (Schätzwert)  vorliegt?
· Mit anderen Worten: Wie kann die Grundgesamtheit (mit einiger Wahrscheinlichkeit) aussehen, die diesen Wert hervorgebracht hat?
· Mathematisch wie auch anhand einer schematischen Darstellung (siehe nachfolgende Folie) kann gezeigt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Populationsparameter θ innerhalb eines Intervalls um den geschätzten Wert  liegt, genauso gross ist wie - umgekehrt - die Wahrscheinlichkeit, dass der geschätzte Wert  innerhalb eines bestimmten Intervalls um den wahren Wert θ liegt.
 
Warum man den Spiess gewissermassen umdrehen kann
Beispiel: Wahrscheinlichkeitsdichte einer bekannten Stichprobenverteilung: Grau markiert ist der Bereich, in dem 95 Prozent der Stichprobenwerte symmetrisch um den wahren Wert der Grundgesamtheit herum liegen.
[image: A diagram of a normal distribution

Description automatically generated with low confidence]
· Demnach gilt (in diesem Beispiel): Bei 95 Prozent aller Punktschätzwerte wird das so gebildete Intervall den wahren Wert enthalten.
· Für ein einzelnes Intervall besteht (bei der gewählten Breite) eine Wahrscheinlichkeit von 95 Prozent, den Parameter der Grundgesamtheit zu überdecken
 
Das Konfidenzniveau
· Um anzugeben, wie stark eine Stichprobenstatistik variiert, müssen wir zunächst ein Konfidenzniveau festlegen.
· Mit anderen Worten: Wir legen fest, wie «sicher» wir in Bezug auf den gesuchten Populationsparameter sein wollen (oder welches Level an «Vertrauen» (confidence) in den Stichprobenwert wir haben wollen).
· Der Gegenbegriff zum Konfidenzniveau ist die Irrtumswahrscheinlichkeit. Demnach: Wie gross darf die Irrtumswahrscheinlichkeit sein? Sie wird mit α bezeichnet, das Konfidenzniveau also mit 1 − α bezeichnet.
 
· Gemäss wissenschaftlicher Konvention wird meist eine 95-prozentige Sicherheit vorgegeben (und demnach eine 5-prozentige Irrtumswahrscheinlichkeit).
· Das Konfidenzniveau bestimmt die Ober- und Untergrenze des (standardisierten) Konfidenzintervalls.
[image: lim it ]
 
Definition: Das Konfidenzniveau entspricht der Wahrscheinlichkeit, mit welcher das
Konfidenzintervall den Kennwert der Grundgesamtheit enthält.
 
Implikationen: 
· Das heisst nichts anderes, als dass wir uns auf lange Sicht in rund 5 Prozent der Fälle irren (d.h., der wahre Populationswert kommt in 5 Prozent der Fälle ausserhalb des Konfidenzintervalls zu liegen).
· Warum kein höheres Konfidenzniveau? Welche Konsequenzen hat das Konfidenzlevel auf das Konfidenzintervall?
 
Das Konfidenzintervall
· Wenn wir beispielsweise am 95%-Konfidenzintervall interessiert sind, dann suchen wir die Bandbreite, die den «wahren» Wert der Grundgesamtheit mit 95-prozentiger Wahrscheinlichkeit enthält.
· Wir wissen von einer Normalverteilung, dass die Bandbreite innerhalb von ±1.96 Standardeinheiten vom Mittelwert 95 % der Fläche bzw. 95% der mittleren Verteilung (Wahrscheinlichkeitsmasse) abdeckt. 
· Ergo fallen 95 % der Stichprobenstatistiken in das Intervall: μ ± 1.96 x SE. Und weil wir den «Spiess» umdrehen dürfen, gilt das umgekehrt auch für die Wahrscheinlichkeit des Populationsparameters = ˆμ ± 1.96 x SE.
· Wobei SE = σx /(√n), wenn θ = μ.
· Wobei SE = √[q x (1−p) / n], wenn θ = P.
[image: A diagram of a curve

Description automatically generated with low confidence]
 
Definition: Das Konfidenzintervall gibt den Bereich (Bandbreite) an, der den Wert der
Grundgesamtheit mit einer vorab festzulegenden Wahrscheinlichkeit (confidence) enthält.
 
Regel: Um ein Konfidenzintervall zu bestimmen, addieren bzw. subtrahieren wir ein Vielfaches (ein z- oder t-Wert) des Standardfehlers von der erhaltenen Punktschätzung. Dieses Vielfaches des Standardfehlers ist ebenfalls bekannt als Stichprobenfehler (margin of error ). Ergo: Konfidenzintervall = Punktschätzung ± Stichprobenfehler.
 
Vier Schritte bei der Berechnung des Konfidenzintervalls:
[image: A picture containing text, font, screenshot, receipt

Description automatically generated]
 
Kleiner Nachtrag:
· Wie wir oben gesehen haben, hängt der Standardfehler von der Streuung des Merkmals in der Grundgesamtheit ab. Diese kennen wir (allermeistens) nicht.
· Lösung: Wir schätzen die Streuung anhand der Stichprobe.
· In manchen Fällen müssen die Kennwerte, die die Stichprobe charakterisieren, modifiziert werden, wenn sie als Schätzer für die Werte der Grundgesamtheit aufgefasst werden (z.B. Varianz der Stichprobenverteilung).
 
 
1.61. [bookmark: _Toc136782102]Übung 3
Wir führen eine Vorwahlbefragung zur Begrenzungsinitiative durch (siehe: dieses Beispiel). Der Stichprobenumfang unserer Befragung beträgt 1’500 Befragte. In unserer Stichprobe geben 35 Prozent der Befragten an, sie würden der Initiative zustimmen. Wie viel beträgt der Stichprobenfehler (margin of error) dieses Anteilswertes bei einem vorgegebenen Konfidenzniveau von 95% (gerundet)?
1. Rund +/- 0.24 Prozentpunkte.
1. Rund +/- 0.5 Prozentpunkte.
1. Rund +/- 2.4 Prozentpunkte.
1. Rund +/- 3 Prozentpunkte.
1. Rund +/- 5 Prozentpunkte.
 
Lösung:
· Gesucht wird ein Anteilswert (Anteil Befürwortender der Begrenzungsinitiative). Wir berechnen demnach das 95%-Konfidenzintervall für Stichprobenanteile.
· Gesucht ist demnach:
[image: A square root of a mathematical equation

Description automatically generated with low confidence]
· Wir setzen die entsprechenden Werte ein:
[image: A picture containing text, font, line, number

Description automatically generated]
· Der «wahre» Anteilswert der Befürwortenden liegt demnach mit 95-prozentiger Wahrscheinlichkeit zwischen rund 32.6 und rund 37.4 Prozent.
 


[bookmark: _Toc136782103]Hypothesentests
1.62. [bookmark: _Toc136782104]Hypothesentests: Ausgangslage
· Ein Hypothesentest ist eine statistische Vorgehensweise zur Überprüfung von Hypothesen/ Behauptungen.
· Eine Hypothese ist eine Aussage über einen Parameter der Grundgesamtheit. Beispiele:
· «25 Prozent aller Schweizer Stimmberechtigten sympathisieren mit der Partei z.»
· «Es besteht ein positiver Zusammenhang zwischen der Haltung zum Umweltschutz und der Wahlwahrscheinlichkeit der Partei z.»
· «Das Durchschnittseinkommen der Berner:innen ist tiefer als dasjenige der Zürcher:innen.»
 
Konzepte: Deterministische vs. statistische Hypothesen
· Deterministische Hypothesen postulieren einen Determinismus.
· Wenn immer x, dann immer y.
· Problem: In den Sozialwissenschaften sind solche Hypothesen in aller Regel empirisch unhaltbar.
· Probabilistische/Statistische Hypothesen postulieren einen Probabilismus.
· Wenn x, dann wahrscheinlich y.
· Problem: Wie lassen sich probabilistische Hypothesen falsifizieren?
 
Falsifizierbarkeit von Hypothesen
· Cournot (1843): Was unwahrscheinlich ist, soll als unmöglich betrachtet werden.
· Problem: Was ist unter «unwahrscheinlich» genau zu verstehen?
· Fisher (1947,1956): Quasi-Falsifikationismus:
· Festlegung eines Signifikanzniveaus, ab welchem ein Wert als derart unwahrscheinlich betrachtet wird, dass die damit verknüpfte Hypothese abgelehnt wird.
· Neyman und Pearson (1928): Hypothesentest als Entscheidung zwischen rivalisierenden Hypothesen:
· Einer Nullhypothese wird eine Alternativhypothese gegenübergestellt.
 
Konzepte: Nullhypothese und Alternativhypothese
· Die Nullhypothese (Notation = H0) ist eine Annahme über die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer oder mehrerer Zufallsvariablen. Sie wird letztlich überprüft. Das heisst: Wir bestätigen (vorläufig) oder verwerfen aufgrund unserer Stichprobenergebnisse die Nullhypothese.
· Die Alternativhypothese (Notation = HA) steht für eine beliebige Menge von alternativen Annahmen zur Nullhypothese.
 
· Die Nullhypothese geht häufig von einem Null-Zusammenhang zwischen Variablen aus. Zum Beispiel:
· Zwischen zwei Gruppen besteht kein Unterschied im Abstimmungsverhalten.
· Zwischen zwei Merkmalen besteht kein Zusammenhang.
· Die Wahrscheinlichkeit, eine Vorlage anzunehmen, ist gleich hoch wie die Wahrscheinlichkeit einer Ablehnung.
· Das muss jedoch nicht zwangsläufig so sein. Die Nullhypothese wird dadurch definiert, dass sie es ist, die letztlich überprüft wird. Sie kann demnach auch substanzielle Zusammenhänge postulieren, etwa eine bestehende Hypothese, die Sie als Forscher:in mit einer neuen Hypothese (die Alternativhypothese) zu widerlegen versuchen.
· Ausserdem gilt wie vor einem Gericht: In dubio pro Nullhypothese! An der Nullhypothese wird so lange festgehalten, bis wir «genügend Evidenz» gegen sie zusammengetragen haben.
 
Formulierung von Null- und Alternativhypothese
-> Am häufigsten sind die folgenden drei Formulierungsvarianten:
· Die Nullhypothese formuliert einen exakten Wert (z.B. H0 = 0.5). Dann wird die Alternativhypothese in den meisten Fällen lauten: HA ̸= .5 («ist ungleich .5»). Daraus folgt: Zweiseitiger Hypothesentest.
· Die Nullhypothese formuliert einen «gleich oder grösser als»-Wert (z.B. H0 ≥ 0.5). Dann wird die Alternativhypothese in der Regel lauten: HA < 0.5 («ist kleiner als»). Daraus folgt: Linksseitiger Hypothesentest.
· Die Nullhypothese formuliert einen «gleich oder kleiner als»-Wert (z.B. H0 ≤ 0.5). Dann wird die Alternativhypothese in der Regel lauten: HA > 0.5 («ist grösser als»). Daraus folgt: Rechtsseitiger Hypothesentest.
 
Ausgangslage: Variierende Stichprobenwerte
· Wir formulieren Hypothesen zu Populationsparametern, aber es liegen uns meist nur Stichprobenwerte vor. Stichprobenstatistiken weisen indes eine zufällige Variabilität auf.
· Beispiel: Unsere Nullhypothese lautet, dass das Durchschnittsgewicht aller Schweizer und Schweizerinnen 60 kg beträgt.
· In unserer Stichprobe erhalten wir einen Wert von 58 kg. Wir würden die Hypothese nicht automatisch verwerfen, weil die Differenz zwischen den beiden Werten auch zufällig (Variabilität der Stichprobenwerte) zustande gekommen sein könnte.
· Wenn der Stichprobenwert jedoch weit entfernt vom H0-postulierten Wert zu liegen käme, würden wir den Verdacht hegen, dass H0 nicht zutrifft.
· Vorläufiges Fazit: Wir lehnen die Nullhypothese ab einem gewissen Punkt auf der Grundlage unserer Daten ab.
· Frage: An welchem Punkt soll dies geschehen? Wie weit «zu weit» ist, wird durch das Signifikanzniveau α festgelegt.
 
 
1.63. [bookmark: _Toc136782105]Hypothesentest: Anwendung
Prüfgrösse oder Teststatistik
· Unsere Prüfgrösse ist das standardisierte Stichprobenergebnis (z.B. der Z-Wert des ermittelten Stichprobenmittelwertes).
· Warum die Standardisierung (vgl. Lektion 6: 4-8)? Damit wir Aussagen über die Wahrscheinlichkeit eines Stichprobenergebnisses machen können, muss das Stichprobenergebnis zunächst einmal standardisiert werden. Nur mittels der Standardskala kann das Prüfergebnis auch interpretiert werden. Generell gilt:
-> Standardisierte Teststatistik = (Statistik − Parameter) / Standardfehler
 
Häufig sind Hypothesentests auf den ... :
· Mittelwert der Grundgesamtheit (μ), wobei Nullhypothese μ = μ0:
[image: A picture containing font, line, number, text
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· Anteilswert der Grundgesamtheit (p), wobei Nullhypothese p = p0:
[image: A picture containing font, line, diagram, number
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· Es gibt viele weitere Hypothesentests: Unterschied zwischen zwei Mittelwerten, Mittelwert der Differenz, Unterschied zwischen Anteilswerten, Zusammenhangs- und Assoziationsparameter, Verteilung, etc.
 
Beispiel:
· Unsere Zufallsvariable X sei die Wahlbeteiligung: 1 = ja; 0 = nein.
· Nullhypothese: «Die Wahlbeteiligung betrug höchstens 50 Prozent» (H0: π ≤ 0.5).
· Alternativhypothese: «Die Wahlbeteiligung betrug mehr als 50 Prozent» (HA: π > 0.5).
· Wir kennen den wahren Wert der Beteiligungsrate nicht und führen eine Befragung durch. Der Stichprobenumfang beträgt n = 400. In unserer Stichprobe gaben 250 Befragte an, teilgenommen zu haben (p = 250/400 = .625). In unserer Stichprobe gaben 62.5 Prozent an, teilgenommen zu haben. Das ist höher als 50 Prozent, aber es handelt sich um einen Stichprobenwert, von dem wir nicht genau wissen, ob er dem Populationsparameter entspricht.
· Wie wahrscheinlich ist es, einen solchen Stichprobenwert (62.5 %) zu erhalten, wenn der wahre Wert in der Grundgesamtheit 50 % oder tiefer liegt?
· Wir wissen: Der Prüfwert unserer (unstandardisierten) Teststatistik beträgt 0.625. Wir beginnen zunächst mit der Frage: Wie lautet der entsprechende standardisierte Prüfwert? Weil n > 30 und der t-Test bei einer solchen Stichprobengrösse praktisch dieselbe Verteilung aufweist wie der z-Test, verwenden wir den z-Test.
 
Lösung: Standardisierung der Prüfgrösse
Wir subtrahieren den Wert aus der Nullhypothese vom Stichprobenergebnis
und teilen das Ergebnis durch den Standardfehler des
Stichprobenergebnisses:
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Konkret:
[image: 625 ]
 
Wir erhalten einen z-Score von 5. Wo liegt er auf der Standardnormalverteilung?
[image: A diagram of normal distribution
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Interpretation der Lage der Prüfgrösse
· Unser Prüfwert liegt weit weg vom behaupteten (Anteils-)Wert (H0 = 0.5).
· Es gilt jedoch:
· Je geringer der Unterschied zwischen der Behauptung und dem Stichprobenergebnis gegenüber dem Standardfehler ist, desto wahrscheinlicher ist es, dass die Nullhypothese zutrifft. Denn ein geringer Unterschied kann allein durch Zufall (Samplingfluktuation) entstanden sein.
· Je weiter weg der Prüfwert vom Mittelwert der Stichprobenverteilung ist, desto unwahrscheinlicher ist es, ein solches Ergebnis zu erhalten, wenn die Nullhypothese in der Grundgesamtheit zutreffen sollte.
· Aber wo setzen wir die Grenze? Welches Ergebnis ist derart unwahrscheinlich, dass wir daraus eine Falsifikation der Nullhypothese schlussfolgern?
 
 
Signifikanzniveau
· Fisher schlug ein Signifikanzniveau (oder eine Irrtumswahrscheinlichkeit) von α = 0.05 vor.
· Anhand des Signifikanzniveaus lässt sich gleichzeitig der kritische Wert festlegen, der - abhängig von der Formulierung der Nullhypothese - nicht über- oder unterschritten werden darf.
· «Kanonisierung»: Dieser Wert von 0.05 wurde seither - teils unreflektiert - weiterverwendet.
· Im Prinzip könnte man jedoch auch jeden anderen Wert festlegen. Zentral ist vielmehr, dass dieser Wert vorgängig festgelegt wird.
· Gilt α = 0.05, so bedeutet dies, dass Prüfwerte, die - vorausgesetzt, H0 trifft zu - eine gleich grosse oder geringere Wahrscheinlichkeit von 5 Prozent haben, realisiert zu werden, als «zu weit von null entfernt» erachtet werden. Die «Beweislast» von p ≤ 0.05 wird als «erdrückend» erachtet. Die Nullhypothese wird infolgedessen verworfen.
 
Regionen der Akzeptanz und Ablehnung bei einem rechts- und einem linksseitigen Test
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Beispiel: Fortsetzung
· Unsere Zufallsvariable X sei die Wahlbeteiligung: 1 = ja; 0 = nein.
· H0: π ≤ 0.5.
· HA: π > 0.5.
· Der Stichprobenumfang beträgt n = 400. In unserer Stichprobe gaben 250 an, gewählt zu haben (p = 250/400 = 0.625)
· Wie lautet der kritische Wert, wenn wir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 Prozent (α = 0.05) festlegen?
 
Akzeptanz- bzw. Ablehnungsregion bei einem rechtsseitigen Test
[image: A picture containing diagram, screenshot, line, text
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Das 95-Prozent-Perzentil liegt bei 1.645.
[image: 『북-의 ]
 
Konkret:
[image: 1.645 _ pc .5 
— .541125 ]
 
Interpretation:
· Der kritische z-Score (bei einem Signifikanzniveau von α = 0.05)) lautet 1.645 (unser Wert lautete 5), der entsprechende kritische Anteilswert 54.1125 Prozent (wir erhalten ihn dadurch, dass wir die z-Transformation rückgängig machen).
· Mit anderen Worten: Bis zu einem Stichprobenwert von 54.1 Prozent Teilnehmenden hätten wir die Nullhypothese nicht verworfen. Die Differenz zur Nullhypothese (rund 4 Prozentpunkte) wäre zu gering, die «Evidenz» demnach zu schwach, um die Nullhypothese zu verwerfen.
· Bei Werten bis rund 54 Prozent hätte es demzufolge geheissen: In dubio pro Nullhypothese.
· Unser z-Score von 5 ebenso wie der Anteilswert von 62.5 Prozent liegen jedoch weit über dem kritischen Wert. Wir können die Nullhypothese demnach verwerfen.
 
 
Der p-Wert
· Wir können unsere Schlussfolgerung zusätzlich absichern, indem wir die exakte Wahrscheinlichkeit angeben, mit der unser Stichprobenwert (oder ein Wert, der noch höher ausfällt), unter der Voraussetzung, die Nullhypothese trifft zu, auftritt.
· Der p-Wert informiert uns darüber, wie weit aussen unsere Prüfgrösse in der Standardnormalverteilung liegt.
· Ein z-Score von 5 (oder mehr) hat einen p-Wert von 0.000041. Siehe nachfolgenden Rechner: http://www.measuringu.com/pcalcz.php
· Mit anderen Worten: Vorausgesetzt, die Nullhypothese (Wahlbeteiligung ≤ 50 Prozent) trifft in der Grundgesamtheit zu, beträgt die Wahrscheinlichkeit bei einer Stichprobengrösse von 400 Befragten einen Anteilswert von 62.5 Prozent (oder mehr) zu erhalten, gerade einmal 0.00004 Prozent - demnach extrem unwahrscheinlich.
 
 
Zweiseitige Tests
Regionen der Akzeptanz und Ablehnung bei einem zweiseitigen Test
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1.64. [bookmark: _Toc136782106]Entscheidungsfehler bei Hypothesentests
Wahrscheinlichkeiten sind Wahrscheinlichkeiten - wir können uns deshalb auch immer irren. Zwei Fehlertypen sind zu unterscheiden:
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Fehlerwahrscheinlichkeiten
[image: Entscheidung 
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Fehler 1. Art: Der «Fehlalarm»
· Wenn wir eine Nullhypothese ablehnen, obwohl sie in der Grundgesamtheit zutrifft, so bezeichnen wir dies als Fehler 1. Art.
· Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Fehlers ist das Signifikanzniveau α.
· Beispiel: Ist α =0 .05, so liegt eine Fehlerwahrscheinlichkeit von 5 Prozent vor.
· Weil die Nullhypothese in der Regel die Standardhypothese ist, die in der Forschung bislang als bewährt galt, ist eine irrtümliche Falsifikation «kostspieliger» als ein Fehler 2. Art. Wir wollen einen Fehler 1. Art deshalb eher vermeiden als einen Fehler 2. Art und wählen nach Möglichkeit eine tiefe Ablehnungswahrscheinlichkeit für die Ablehnung der Nullhypothese.
 
Fehler 2. Art
· Die Nullhypothese als richtig zu taxieren, wo sie doch in Wirklichkeit unzutreffend ist, wird als Fehler 2. Art bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Fehlers ist gleich β.
· Die Möglichkeit, die Nullhypothese korrekterweise als falsch zu «entlarven» (1 − β, d.h. die Falsifikation der Nullhypothese, wenn HA in Wahrheit zutrifft), wird auch als die Macht oder Power des Tests (statistical power ) bezeichnet.
· Die beiden Fehlerarten (α und β) stehen - bei gleicher Stichprobengrösse - in einem Nullsummenverhältnis zueinander. Wir können also nicht beide Fehlerwahrscheinlichkeiten gleichzeitig reduzieren.
 
 
1.65. [bookmark: _Toc136782107]Güte oder Power eines Tests
Beispiel:
[image: A picture containing text, screenshot, diagram, font
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Güte eines Tests
· Die Trennschärfe oder Güte eines Tests (engl. power of a test) ist als die Wahrscheinlichkeit definiert, mit der eine falsche Nullhypothese (korrekterweise) zurückgewiesen wird (und ergo die Alternativhypothese zutrifft).
· Im vorigen Beispiel hätte der entsprechende Gütewert 64 Prozent betragen (dunkelrote Fläche). Üblicherweise wird dies als ein schwacher Gütewert betrachtet. Akzeptable Gütewerte liegen bei über 80 Prozent.
 
Die Güte eines Tests ist abhängig von den folgenden Faktoren:
· Das Signifikanzniveau α: Je tiefer α (d.h. je stärker wir einen Fehler 1. Art ausschliessen wollen), desto geringer die Güte des Tests.
· Die Differenz zwischen Null- und Alternativhypothesenwert (Effektstärke oder effect size): Je geringer die Differenz zwischen den beiden Werten, desto geringer die Güte des Tests (d.h., umso schwieriger fällt es, die Nullhypothese korrekterweise zurückzuweisen, da sie sehr nahe an die Alternativhypothese zu liegen kommt).
· Der Stichprobenumfang: Je grösser die Stichprobe, desto «schmaler» die Stichprobenverteilung der Statistiken und desto grösser die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese korrekt zurückzuweisen (d.h., desto höher die Güte des Tests).
 
Power eines Tests
Effekt unterschiedlicher Signifikanzniveaus auf den Powerwert
[image: A picture containing diagram, plot, line, design
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Effekt der Differenz zwischen Nullhypothesenwert und Alternativhypothesenwert auf den Powerwert
[image: Density ]
 
Effekt des Stichprobenumfangs auf den Powerwert
[image: A picture containing diagram, plot, line, text

Description automatically generated]
 
 
1.66. [bookmark: _Toc136782108]t-Verteilung und z-Verteilung (Standardnormalverteilung)
· Die t-Verteilung ist die unterliegende Verteilungsfunktion des t-Tests. Wann verwenden wir den t- und wann den z-Test? Wir verwenden die t-Verteilung bei Hypothesentests für normalverteilte Lageparameter:
· Wenn die Standardabweichung σ der Grundgesamtheit unbekannt ist, benutzt man die t-Verteilung (anstatt der Standardnormalverteilung).
· Wenn die Fallzahl geringer als 30 ist. In diesem Fall kommt das zentrale Grenzwerttheorem nicht zum Tragen, weshalb wir nicht von vornherein annehmen können, dass die Kennwertverteilung der Mittelwerte normalverteilt ist.
· Die t-Verteilung ist dynamisch. Für jeden einzelnen Stichprobenumfang gibt es eine eigene t-Verteilung.
 
· Ab einer Fallzahl von 30 nähert sich die t-Verteilung einer Standardnormalverteilung jedoch stark an.
· Ab einer Fallzahl von 100 ist T approximativ standardnormalverteilt. Die t-Werte sind dann praktisch identisch mit den z-Werten. Für die Interpretation der Ergebnisse grosser Stichproben ist es irrelevant, ob sie den z- oder den t-Test verwenden.
 
Vergleich von t- und z-Verteilung
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Vergleich von t- und z-Tabelle
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1.67. [bookmark: _Toc136782109]Übung 4
· X ist Wahlbeteiligung: 1 = ja; 0 = nein.
· H0: π = 0.6.
· HA: π ̸= 0.6.
· Für n = 26 beobachten wir 14 Wähler:innen (demnach rund 0.54).
· α = 0.10. Der dazugehörige t-Wert beträgt 1.708.
 
Lösung:
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1.68. [bookmark: _Toc136782110]Übung 5
SINGLE CHOICE-Frage:
Die Beteiligung an Gemeindeversammlungen ist oftmals nicht bekannt. Nun behauptet die Gemeindepräsidentin nach einer solchen Versammlung in der Gemeinde xy, dass die
Beteiligung mindestens 60 Prozent betrug. Wir führen nun im Nachgang zu dieser
Gemeindeversammlung eine Befragung in der betreffenden Gemeinde durch. Unsere
Stichprobe beträgt 1000 (stimmberechtigte) Befragte. In unserer Umfrage geben 550
Befragte an, sich an der vergangenen Gemeindeversammlung beteiligt zu haben.
Überprüfen Sie anhand dieser Stichprobendaten die Behauptung der Gemeindepräsidentin („Die Beteiligung betrug mindestens 60%.“). Können wir die Behauptung der Gemeindepräsidentin mit 95%-Sicherheit (d.h. α = .05) ablehnen und wie hoch beträgt die kritische Anzahl* der Befragten, bei welcher wir die Nullhypothese nicht abgelehnt hätten?
* Mit kritischer Anzahl ist der Grenzwert zwischen Annahme und Ablehnung der Nullhypothese gemeint.
 
· Die kritische Anzahl beträgt (gerundet) 546 (Befragte), wir lehnen die Nullhypothese (bzw. die Behauptung der Gemeindepräsidentin) nicht ab.
· Die kritische Anzahl beträgt (gerundet) 550 (Befragte), wir lehnen die Nullhypothese (bzw. die Behauptung der Gemeindepräsidentin) nicht ab.
· Die kritische Anzahl beträgt (gerundet) 567 (Befragte), wir lehnen die Nullhypothese (bzw. die Behauptung der Gemeindepräsidentin) deshalb ab.
· Die kritische Anzahl beträgt (gerundet) 574 (Befragte), wir lehnen die Nullhypothese (bzw. die Behauptung der Gemeindepräsidentin) deshalb ab.
· Die kritische Anzahl beträgt (gerundet) 581 (Befragte), wir lehnen die Nullhypothese (bzw. die Behauptung der Gemeindepräsidentin) ab.
 
· X ist Wahlbeteiligung: 1 = ja; 0 = nein.
· H0: π ≥ = 0.6.
· HA: π < 0.6.
· Für n= 1000 beobachten wir 550 Teilnehmende (demnach .55).
· α = 0.05.
 
· Wie lautet der dazugehörige z-Wert für α = 0.05 (linksseitiger Test)? Wir schauen beispielsweise hier nach: https://measuringu.com/zcalcp/
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1.69. [bookmark: _Toc136782111]Übung 6
· Allgemein: Lesen Sie in R zunächst den Datensatz swiss ein (data <- swiss). Sie können nun auf den Datensatz als Objekt data zugreifen. Mit ?swiss finden Sie eine kurze Beschreibung des Datensatzes. Sie müssen keine Fälle ausschliessen, es gibt keine fehlenden Werte. Der Datensatz besteht aus 6 Variablen zu 47 Fällen (Gemeinden in der Romandie).
· Zwei der Variablen lauten Examination (Prozentualer Anteil der Männer, die die höchste Note in einer Armeeprüfung erhalten haben) und Education (Prozentualer Anteil der Männer, die eine höhere Bildung als die Primarschule haben). Uns interessiert nun, wie stark der Zusammenhang zwischen beiden Variablen ist. Welches bivariate Zusammenhangsmass ist hier, erstens, am besten geeignet und, zweitens, wie hoch beträgt dieses geeignete Zusammenhangsmass (auf zwei Stellen nach dem Komma aufgerundet)?
· Anmerkung: Wenn es heisst „am besten geeignet“, so ist damit ein Zusammenhangsmass gemeint, welches die Informationen in beiden Variablen möglichst vollumfänglich ausschöpft.
 
· Cramers V: 1
· Goodman und Kruskals Gamma: 0.19
· Goodman und Kruskals Gamma: 0.47
· Pearsons r: 0.35
· Pearsons r: 0.69
 
 


[bookmark: _Toc136782112]Hypothesentests: Anwendungen
1.70. [bookmark: _Toc136782113]t-Verteilung und z-Verteilung
-> Die t-Verteilung ist die unterliegende Verteilungsfunktion des t-Tests. Wann verwenden wir den t- und wann den z-Test?
· Wenn die Standardabweichung σ der Grundgesamtheit unbekannt ist, benutzt man die t-Verteilung (anstatt der Standardnormalverteilung).
· Wenn die Fallzahl geringer als 30 ist.
· Ab einer Fallzahl von 30 nähert sich die t-Verteilung einer Standardnormalverteilung jedoch stark an.
· Ab einer Fallzahl von 100 ist T approximativ standardnormalverteilt. Die t-Werte sind dann praktisch identisch mit den z-Werten. Für die Interpretation der Ergebnisse grosser Stichproben ist es irrelevant, ob sie den z- oder den t-Test verwenden.
· Beachte: Die t-Verteilung ist dynamisch. Für jeden einzelnen Stichprobenumfang gibt es eine eigene t-Verteilung.
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1.71. [bookmark: _Toc136782114]Hypothesentests: Kurze Wiederholung
· Wir definieren, was getestet werden soll (Mittelwert oder Anteilswert, etc.) und formulieren eine Null- und eine Alternativhypothese.
· Zweiseitiger Test, wenn in der Alternativhypothese keine Richtung festgelegt wird.
· Einseitiger Test, wenn eine Richtung (entweder «grösser als» oder «kleiner als») formuliert wird.
· Wir legen vorgängig ein Signifikanzniveau α fest (oft: 0.05).
· Wir berechnen unser Stichprobenergebnis und errechnen daraufhin die entsprechende Teststatistik (wir müssen allerdings vorderhand die passende Teststatistik identifizieren, siehe dazu nachfolgende Folien).
· Wir errechnen den p-Wert unserer Prüfgrösse. Falls der p-Wert ≤ α, dann verwerfen wir die Nullhypothese.
 
Was ist eine Prüfgrösse oder Teststatistik?
· Unsere Prüfgrösse ist das standardisierte Stichprobenergebnis (z.B. der z-Wert des ermittelten Stichprobenmittelwertes).
· Generell gilt:
Standardisierte Teststatistik = (Statistik − Parameter) / Standardfehler
 
Welcher Test für welche Hypothese?
· Erste Frage: Hypothesentest auf was?
· Tests auf Lageparameter (Mittelwert, Median)
· Tests auf Streuung
· Tests auf Zusammenhangs- und Assoziationsparameter
· Anpassungs- oder Verteilungstests
· Tests in der Regressions- und Zeitreihenanalyse
· Weitere Tests
· Zweite Frage: Werden Stichprobenwerte verglichen (eine, zwei oder mehrere Stichproben?) bzw. wie ist die Stichprobenstruktur (gepaarte oder ungepaarte Stichproben)?
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1.72. [bookmark: _Toc136782115]Hypothesentest für den Mittelwert der Grundgesamtheit
-> Mittelwert der Grundgesamtheit (simple t-test)
Zweck:
· Überprüfung, ob ein Populationsmittelwert einer Grundgesamtheit bzw. einer Gruppe einem hypothetisch angenommenen Mittelwert entspricht.
 
Teststatistik:
t-Statistik
 
Die Formel für die Prüfgrösse eines Populationsmittelwerts lautet (wobei Nullhypothese μ = μ0):
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Weil σ oftmals unbekannt ist, wird stattdessen die Stichprobenstandardabweichung s verwendet:
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Beispiel:
· In der 2012 ANES-Befragung wurden die Sympathiewerte beider Präsidentschaftskandidaten, Mitt Romney und Barack Obama, abgefragt. Die Skala reicht zwischen 0 und 100, wobei der Wert 50 den Grenzwert zwischen positiven und negativen Gefühlen markiert.
· Nullhypothese: «Die Sympathiewerte für Romney betragen im Schnitt (arithmetischer Mittelwert) 50.» (H0: μ = 50).
· Alternativhypothese: «Die Sympathiewerte betragen im Schnitt ungleich 50.» (HA: μ ̸= 50).
· Der Stichprobenumfang beträgt 5862, = 44.3 und s = 30.4. Wir legen ein Signifikanzniveau von α = 0.05 fest.
 
· Die Formel für die Prüfgrösse eines Populationsmittelwerts lautet (wobei Nullhypothese μ = μ0):
[image: A picture containing font, number, text, line

Description automatically generated]
 
· Wir setzen die entsprechenden Werten in die Formel ein:
[image: 44.3 - 50 
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· Unser standardisierter Prüfwert lautet -14.3. D.h.: Unser Stichprobenmittel liegt 14.3 Standardfehler unter dem in der Nullhypothese angenommenen Populationsmittel. Der p-Wert für einen zweiseitigen Test beträgt < 0.00001. Wir lehnen die Nullhypothese ab.
 
 
1.73. [bookmark: _Toc136782116]Hypothesentest für gepaarte Differenzen
-> Paired Samples Test
 
Zweck:
· Überprüfung, ob sich die Mittelwerte zweier unterschiedlicher Merkmale innerhalb derselben Grundgesamtheit unterscheiden.
Teststatistik:
t-Statistik
 
Die Formel für die Prüfgrösse für gepaarte Differenzen lautet (wobei Nullhypothese k = 02 (Differenz zwischen den Mittelwerten)):
[image: td = 
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Oder alternativ (siehe Skript S. 6):
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Beispiel:
· In der 2012 ANES-Befragung wurden die Sympathiewerte beider Präsidentschaftskandidaten, Mitt Romney und Barack Obama, abgefragt. Die Skala reicht zwischen 0 und 100, wobei der Wert 50 als Grenzwert zwischen positiven und negativen Gefühlen markiert. Obama (X) erzielte im Schnitt 57.8 und Romney (Y) einen Durchschnittswert von 44.3. Demnach beträgt  = 13.5 und die
· Standardabweichung der Sympathiedifferenz beträgt sd=58.9. Nullhypothese: «Die amerikanischen Wähler haben gleiche oder stärkere Sympathien für Romney wie für Obama (H0: μd ≤ 0).»
· Alternativhypothese: «Die amerikanischen Wähler haben stärkere Sympathien für Obama als für Romney (HA: μd > 0).»
· Der Stichprobenumfang beträgt 5860,  = 13.5 und sd = 58.9. Wir legen ein Signifikanzniveau von α = 0.01 fest.
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· Unser standardisierter Prüfwert lautet 17.5. Das bedeutet, dass unsere Stichprobenmittelwertsdifferenz 17.5 Standardfehler über der in der Nullhypothese angegebenen Populationsmittelwertsdifferenz liegt. Der p-Wert für einen einseitigen Test beträgt < 0.00001. Wir lehnen die Nullhypothese ab.
 
 
1.74. [bookmark: _Toc136782117]Hypothesentest für den Vergleich von Mittelwerten zweier unterschiedlicher Gruppen
-> Independent Samples t-Test
Zweck:
· Überprüfen, ob sich die Mittelwerte einer Variablen zwischen zwei Gruppen unterscheiden.
 
Teststatistik:
t-Statistik, wobei = T ∼ T (n1 + n2 − 2).
 
Für den (häufigen) Fall, dass die Varianzen ungleich (Varianzheterogenität) und in der Grundgesamtheit unbekannt sind, lautet die Formel:
[image: x - Ý(-k) 
n2 ]
 
Beispiel: 
· In der 2012 ANES-Befragung wurden die Sympathiewerte beider Präsidentschaftskandidaten, Mitt Romney und Barack Obama, abgefragt. Die Skala reicht zwischen 0 und 100, wobei der Wert 50 als Grenzwert zwischen positiven und negativen Gefühlen markiert. Obama erzielte bei weissen Wählenden einen Durchschnittswert von 46.5 ( 1) und bei Schwarzen Wählenden einen Durchschnittswert von 87.8 ( 2). Die Standardabweichung beträgt bei den weissen Wählern s1 = 33.1 und bei den Schwarzen Wählern s2 = 15.1.
· Nullhypothese: «Es gibt keinen Unterschied in der Bewertung Obamas zwischen weissen und Schwarzen Wählern.» (H0: μ1 = μ2).
· Alternativhypothese: «Es gibt einen Unterschied in der Bewertung Obamas zwischen weissen und Schwarzen Wählern» (H0: μ1 ̸= μ2)
· Der Stichprobenumfang beträgt für weisse Wähler 3495 und für Schwarze Wähler 1016. Wir legen ein Signifikanzniveau von α = 0.01 fest.
[image: A picture containing font, diagram, line, number
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· Wir setzen die Werte ein:
[image: 46.5 - 87.8 
-56.312 
33.12 
15 12 
3495 
1016 ]
· Unser standardisierter Prüfwert lautet −56.312. Der dazugehörige p-Wert für einen zweiseitigen Test beträgt < 0.00001. Wir lehnen die Nullhypothese ab.
 
 
1.75. [bookmark: _Toc136782118]Hypothesentest für die Varianz einer Variablen
Zweck:
· Überprüfung, ob die Populationsvarianz (Verteilung) einem hypothetisch angenommenen Wert entspricht.
 
Teststatistik:
χ2-Statistik
 
Die Formel für die entsprechende Teststatistik lautet:
[image: Xn—l ¯ 
I)s2 
(n 
00 ]
Warum χ2? Erinnerung: Die χ2-Verteilung ist definiert als Summe quadratischer standardnormalverteilter Zufallsvariablen.
 
Beispiel:
· Wir interessieren uns für die ideologische Homogenität innerhalb von Parteien. Mit anderen Worten: Wie stark streuen die Werte der ideologischen Selbsteinstufung innerhalb der Schweizer Parteien? Wir glauben, dass die SP-Parteianhängerschaft in sich sehr homogen ist und die Varianz maximal 1 beträgt. In unserer Stichprobe ermitteln wir nun eine Varianz der Links-Rechts-Selbsteinschätzung bei den SP-Sympathisanten von 2.25.
· Nullhypothese: «Die Varianz innerhalb der SP-Anhängerschaft beträgt 1 (H0: σ2 ≤ 1).»
· Alternativhypothese: «Die Varianz innerhalb der SP-Anhängerschaft beträgt höher als 1 (HA: σ2 > 1).»
· Der Stichprobenumfang beträgt 250 Befragte. Wir legen ein Signifikanzniveau von α = 0.01 fest.
[image: n — I)s2 ]
· Wir setzen die Werte ein:
[image: (250 - 1) . 2.25 
Χ249 = 
560.25 
1 ]
· Unser standardisierter Prüfwert lautet 560.25. Der kritische χ2-Wert für ein α= 0.01 (einseitiger Test) beträgt 303.82. Unser Wert von 560.25 übersteigt diesen Wert klar. Wir lehnen die Nullhypothese deshalb ab.
 
 
1.76. [bookmark: _Toc136782119]Hypothesentest auf Gleichheit zweier Varianzen
Zweck:
· Überprüfen, ob zwei Stichproben aus unterschiedlichen, normalverteilten Populationen sich hinsichtlich ihrer Varianz wesentlich unterscheiden.
 
Teststatistik:
F-Statistik
 
Die Formel für die entsprechende Teststatistik lautet:
[image: A picture containing font, symbol, number, line
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wobei die Teststatistik einer F-Verteilung mit den Freiheitsgraden n1 − 1 und n2 − 1 folgt.
 
Beispiel:
· Wir interessieren uns für die ideologische Homogenität verschiedener Parteien. Mit anderen Worten: Sind die Anhängerschaften Schweizer Parteien unterschiedlich homogen zusammengesetzt? Wir glauben, dass es Unterschiede zwischen FDP- und CVP-Sympathisanten gibt. In der Stichprobe ermitteln wir eine Links-Rechts-Selbsteinschätzungsvarianz der CVP-Sympathisanten von 2.25 und bei der FDP eine solche von 2.5.
· Nullhypothese: «Es gibt keinen Unterschied in der ideologischen Homogenität zwischen FDP und CVP (H0:  = ).»
· Alternativhypothese: «Die beiden Parteianhängerschaften weisen eine unterschiedliche ideologische Homogenität auf (H0:  ̸= ).»
· Der Stichprobenumfang beträgt für CVP-Anhänger 100 und für FDP-Wähler 120. Wir legen ein Signifikanzniveau von α = 0.01 fest.
[image: A picture containing font, symbol, number, graphics
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· Wir setzen die Werte ein:
[image: 2.25 2.22 ]
· Dieser F-Wert stammt unter der Nullhypothese aus einer F(119; 99)-Verteilung. Der obere kritische F-Wert lautet P(F(119; 99) = 1.5757, der untere kritische Wert 0.664 und der p-Wert des Stichprobenergebnisses beträgt ≈ 0,296. Die Nullhypothese kann demnach nicht abgelehnt werden
 
 
1.77. [bookmark: _Toc136782120]Unabhängigkeitstest
Generell
-> Chi-Quadrat-Tests: Überblick
· Mit dem Chi-Quadrat-Test werden Gruppe von Hypothesentests mit χ2-verteilter Testprüfgrösse bezeichnet:
· Homogenitätstest (Steenbergen S. 19-22): Hier wird überprüft, ob die Verteilungen zweier (Sub-)Populationen identisch sind oder nicht. Annahme: Es liegen zwei oder mehr Stichproben vor.
· Unabhängigkeitstest (Steenbergen S. 22-24): Hier wird überpüft, ob zwei kategoriale Variablen voneinander statistisch unabhängig sind oder nicht. Annahme: Es liegt eine Stichprobe bzgl. zweier oder mehrerer Merkmale vor.
· Verteilungs- oder Anpassungstest (goodness of fit-test, nicht im Reader enthalten): Hier wird überprüft, ob die zu prüfenden Daten einer bestimmten Verteilung (zumeist: Normalverteilung) folgen. Annahme: Es liegt eine Stichprobe vor.
 
Zweck:
· Prüfung, ob zwei Merkmale stochastisch/statistisch unabhängig sind.
 
Teststatistik:
· Ein Chi-Quadrat-Test (χ2-Test) mit (demzufolge) χ2-verteilter Testprüfgrösse.
 
 
Allgemeine Definition von statistischer Abhängigkeit
-> Unabhängigkeitstest: Was bedeutet statistische (stochastische) Unabhängigkeit?
· Zwei Ereignisse A und B mit P(A),P(B) > 0 sind unabhängig, wenn:
P(A|B) = P(A)
· oder auch:
P(A|B) = P(A|)
 
-> Wie gelangen wir unter der Annahme statistischer Unabhängigkeit zu gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten?
· Wir wissen (Lektion 7, Folie 31):
P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B)
· Wenn aber bei statistischer Unabhängigkeit gilt:
P(A|B) = P(A)
· Dann gilt somit:
P(A) = P(A ∩ B) / P(B)
· Und daraus folgt wiederum:
P(A ∩ B) = P(A) x P(B)
 
-> Eigenschaften
· Bei statistischer Unabhängigkeit ist die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens zweier Merkmale (Schnittmenge P(A ∩ B)) gleich dem Produkt der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten:
P(A ∩ B) = P(A) · P(B)
· Stochastische Unabhängigkeit ist eine symmetrische Eigenschaft. Es sind also immer A und B unabhängig voneinander und nie A unabhängig von B, aber B nicht unabhängig von A.
 
 
Chi-Quadrat-Unabhängigkeitstest: Konstruktionslogik
· Ein Zusammenhang zwischen zwei Variablen besteht dann, wenn bestimmte Merkmale häufiger gemeinsam auftreten, als bei einer zufälligen Verteilung (d.h. bei statistischer Unabhängigkeit) zu erwarten wäre.
· Wir vergleichen die beobachteten Häufigkeiten (fij ) mit den Häufigkeiten, die auftreten würden, wenn keine Beziehung zwischen den Variablen bestünde (eij , d.h., wenn X und Y statistisch unabhängig voneinander sind).
· Die Kontingenztabelle (fij ) ist «unsere» beobachtete Tabelle der gemeinsamen Häufigkeiten von X und Y .
· Indifferenztabelle (eij ) ist die Tabelle der statistischen Unabhängigkeit (eine rein fiktive Tabelle). Die Indifferenztabelle stellt die gemeinsamen Häufigkeiten bei gegebenen Randverteilungen so dar, dass keine Beziehung zwischen den Variablen besteht.
· Wenn Kontingenztabelle (fij ) und Indifferenztabelle (eij ) identisch sind, dann besteht zwischen X und Y kein Zusammenhang.
· Wenn die Kontingenztabelle (fij ) ungleich der Indifferenztabelle (eij ) ist, dann besteht zwischen X und Y ein Zusammenhang.
· Je grösser - ceteris paribus - die Differenz zwischen den Häufigkeiten der beiden Tabellen ist, desto grösser ist die Abweichung von der statistischen Unabhängigkeit und der Grad der Assoziation zwischen den Variablen.
 
-> Wie ermitteln wir die erwarteten Werte bei statistischer Unabhängigkeit?
· Demnach gilt analog bei stochastischer Unabhängigkeit von X und Y :
[image: A picture containing font, typography, text, calligraphy
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· Die erwarteten bedingten Häufigkeiten entsprechen jeweils dem Produkt der jeweiligen Randsummen dividiert durch n.
[image: A picture containing font, clock, number, line

Description automatically generated]
 
· Danach ermitteln wir die quadrierten Differenzen zwischen der vorliegenden empirischen Kontingenztabelle und der Indifferenztabelle.
[image: (l]ij — eij) ]
 
Chi-Quadrat-Unabhängigkeitstest: Beispiel
->  Hatte die Parteiidentifikation einen Einfluss auf den Entscheid zur Hornkuh-Initiative?
[image: Parteiidentifikation 
Nein 
Ja 
SVP 
68 
82 
150 
SP 
86 
103 
189 
FDP 
119 
63 
182 
CVP 
84 
39 
123 
GPS 
15 
48 
63 
glp 
25 
18 
43 
andere 
36 
26 
62 
keine 
119 
86 
205 
552 
465 
1017 ]
 
Parteiidentifikation und Stimmentscheid zur Hornkuh-Initiative (Zellenhäufigkeiten und erwartete Häufigkeiten (rot) bei statistischer Unabhängigkeit)
[image: Parteiidentifikation 
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81.4 
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Differenzen Zellenhäufigkeiten und erwartete Häufigkeiten
[image: Parteiidentifikation 
Nein 
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-13.4 
13.4 
-16.6 
16.6 
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20.2 
-20.2 
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17.2 
-17.2 
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· Sodann bestimmen wir die Anzahl Freiheitsgrade: DF = (R − 1)(C − 1) = 7
· Wir legen nun eine Irrtumswahrscheinlichkeit fest (Konfidenzniveau üblicherweise 95%) und vergleichen die zuletzt ermittelte χ2-Statistik mit den entsprechenden Werten der χ2-Verteilung.
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In R:
[image: > tbl 
= voto$party—rest) 
> tbl 
1 
68 
86 119 
1 82 103 63 
> chisq.test(tbl) 
4 
84 
39 
5 
15 
48 
6 
25 
18 
7 99 
36 119 
26 86 
Pearson's Chi-squared test 
data: tbl 
= 54.839, df = 7, p-value = 1.604e-09 
X-squared ]
 
 
Einschränkungen
· Der χ2-Unabhängigkeitstest ist ein approximatives Testverfahren – die zugehörige Teststatistik TP ist nur approximativ χ2-verteilt. Damit die Approximation von ausreichender Güte ist, sollte die folgende Faustregel erfüllt sein:
 
Faustregel für den χ2-Unabhängigkeitstest:
· Die erwartete Häufigkeit sollte in jeder Zelle mindestens den Wert 1 betragen und für 80% der Zellen sollte die erwartete Häufigkeit mindestens den Wert 5 betragen.
 
· Ausweg für Vierfeldertafeln (auch bei dünn besetzten Zellen): Fishers exakter Test auf Unabhängigkeit.
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Tabelle 2: Kabinettsdauer (in Tagen) in Nachkriegsitalien, n=55

Intervall f ' %
[9, 241) 25 0455 455
[241,473) 15 0273 273
[473,705) 9 0.164 16.4
[705,937) 2 0036 3.6
[937,1169) 1 0018 1.8
[1169,1401) 1 0.018 1.8
[1401,1633) 2 0.036 3.6
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Tabelle 1: Wahrscheinlichkeiten fiir Treffer und Fehlwurf bei zwei
Freiwiirfen

2. Wurf Treffer Yo 2. Wurf Fehlwurf Y;

1. Wurf Treffer Xo XoN Yo XoNY:y
1. Wurf Fehlwurf X3 X1NYy XinYy
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Tabelle 2: Hiufigkeiten fiir Treffer und Fehlwurf bei zwei Freiwiirfen

2. Wurf Treffer Yo 2. Wurf Fehlwurf Y1

1. Wurf Treffer Xo 60 40
1. Wurf Fehlwurf X3 45 10
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Tabelle 3: Zellenwahrscheinlichkeiten fiir Treffer und Fehlwurf bei zwei
Freiwiirfen

2. Wurf Treffer Yo 2. Wurf Fehlwurf Y;

1. Wurf TrefferXy .38 26
1. Wurf Fehlwurf X 29 .06
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Tabelle 4: Wahrscheinlichkeiten von Durchschnitten und marginale
Wabhrscheinlichkeiten fiir Treffer und Fehlwurf bei zwei Freiwiirfen

2. Wurf Treffer Yy

2. Wurf Fehlwurf Yy

1. Wurf Treffer Xo .38 26 .64
1. Wurf Fehlwurf X; 29 .06 .35
.67 .32 1
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Tabelle 5: Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir Treffer und
Fehlwurf beim zweiten Wurf unter der Bedingung, dass das
Ergebnis des ersten Wurfes bekannt ist

2. Freiwurf Yy 2. Freiwurf Y3
1. Freiwurf Xp 59 41 1
1. Freiwurf X .82 .18 1
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> pnorm(185, 151, 15)

[1] ©.9882947

> pnorm(185, 151, 15, lower.tail = FALSE)
[1] 0.0117053
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SVP SP FDP CVP GPS glp andere keine
Nein | 68 86 119 84 15 25 36 119 | 552
Ja 82 103 63 39 48 18 26 86 465
150 189 182 123 63 43 62 205 | 1017
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SVP  SP  FDP CVP GPS glp andere keine
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Nein erw. | 81.4 1026 988 66.8 342 233 337 111.3
Ja 82 103 63 39 48 18 26 86 465
Ja erw. 68.6 864 832 562 288 19.7 28.3 93.7
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> tbl = table(voto$vote_1_mat, voto$party_rest)
> tbl

1 2 3 4 5 6 7 9
@ 68 86 119 84 15 25 36 119
1 82103 63 39 48 18 26 86
> chisq.test(tbl)

Pearson's Chi-squared test

data: tbl
X-squared = 54.839, df = 7, p-value = 1.604e-09
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Tabelle 2: Kabinettsdauer (in Tagen) in Nachkriegsitalien, n=55

Intervall f  Klassenmitte f- Klassenmitte
[9.241) 25 125 3125
[241.473) |15 357 5355
[473,705) 9 589 5301
[705,937) 2 821 1642
[937,1169) 1 1053 1053
[1169,1401) | 1 1285 1285
[1401,1633) | 2 1517 3034
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Tabelle 4: Mordraten in drei ausgewahlten Landern

Land Mordrate (pro 100000 Einwohner)
Bermuda 7.7
Kanada 1.6
USA 4.7

2UNODC 2012 data for Northern America.
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Tabelle 5: Mordraten in vier ausgewahlten Landern

Land Mordrate (pro 100'000 Einwohner)
Bermuda 7.7
Kanada 1.6
Siidafrika 31.0
USA 4.7

2 UNODC 2012 data for Northern America.
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Tabelle 6: Mordraten in drei ausgewahlten Landern

L H X
Ohne Siidafrika 47 3.1 47
Mit Siidafrika 11.3 40 6.2

Verdnderung in Prozent 141.1 29.0 31.9
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Abbildung 9: Verteilungen mit unterschiedlicher Wélbung
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Parteisympathie
Entscheid MEI | keine Parteisympathie =~ SVP

Nein 119 9
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Parteisympathie

MEI-Entscheid keine SVP
Nein 119 9 119 + 9 =128
Ja 118 171 1184171=289

1194118 =237 9+171=180 | 1194941184-171=417





image49.png
X
Y| 1 2 . C
1|1 fiz - fic|f
2 | 1 fha - B | fa
R |fri fre -+ frc | fr
1 | f1 fa - fc|on

fo= i = = Y, fit




image50.png




image51.png
Parteisympathie
MEI-Entscheid | SP CVP FDP SVP Rest

Nein 156 43 81 9 247 | 536
Ja 25 20 52 171 208 | 476
181 63 133 180 455 | 1012
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Parteisympathie

MEI-Entscheid | SP CVP FDP SVP Rest

Nein 154 43 80 09 244 511

Ja 25 20 51 169 206 | 489
179 6.2 131 178 45 | 100





image53.png




image54.png
Parteisympathie
MEI-Entscheid | SP CVP FDP SVP Rest

Nein 86.2 683 609 50 543
Ja 13.8 31.8 39.1 0950 457

Summe 100 100 100 100 100
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Parteiidentifikation
SVP SP FDP CVP GPS glp andere keine

Nein | 68 8 119 84 15 25 36 119 | 552
Ja 82 103 63 39 48 18 26 86 465

150 189 182 123 63 43 62 205 | 1017
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Parteiidentifikation

SVP SP FDP CVP GPS glp andere keine
Nein 68 86 119 84 15 25 36 119 552
Nein erw. | 81.4 1026 98.8 66.8 342 233 337 1113
Ja 82 103 63 39 48 18 26 86 465
Ja erw. 68.6 86.4 832 562 288 107 283 93.7

150 189 182 123 63 43 62 205 | 1017
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Parteiidentifikation

SVP SP FDP CVP  GPS glp  andere keine
Nein | -13.4 -16.6 20.2 172 -192 1.7 2.3 7.7
Ja 134 166 -202 -17.2 192 -17 -23 -7.7
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> tbl = table(voto$vote_1_mat, voto$party_rest)

> tbl

1 2 3 4 5 6 7 9
0 68 86 119 84 15 25 36 119
1 82103 63 39 48 18 26 86
> chisq.test(tbl)

Pearson's Chi-squared test

data: tbl
X-squared = 54.839, df = 7, p-value

= 1.604e-09
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Region
NE NC South West
Yes | 150 181 448 343 | 1122
No | 95 204 605 214 | 1118
245 385 1053 557 | 2240
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Kanzlerpraferenz

Parteiwahl | Merkel Steinbriick | Summe
Union 335 15 350
SPD 25 320 345
Andere 84 102 186
444 437 881
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Politisches Interesse
Politisches Wissen | tief mittel hoch

tief 1 5 1
mittel 2 11 4
hoch 0 4 8
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a more generic distribution. We can find the standard score ot each player at the practice
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Tabelle 1: Mandatsstarke und Kabinettsdauer

Mandatsstarke  Kabinettsdauer
Regierung (% —X) Tage (Y)

Amato | 52.86 383
Berlusconi IV 54.6 1283
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